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Una progresion es una lista de numeros que sigue una regla fija: sumar siempre lo mismo (aritmética) o multiplicar siempre por
lo mismo (geométrica). Con dos férmulas para el término general y dos para la suma se resuelve casi todo lo que pregunta el IB
sobre sucesiones, incluida la suma de infinitos términos y los problemas de interés compuesto, crecimiento y depreciacion.

Orden recomendado

Estudia primero las progresiones aritméticas, después las geométricas (con la suma infinita) y termina con las aplicaciones,
que combinan las férmulas con los logaritmos del tema 2. Al final tienes los ejercicios de examenes del IB agrupados por tipo.
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APARTADO 1
. . [ . / . o/ .
PI’OgI‘GSlOHﬁS aritmeticas: termino general, suma y notacion 51gma

IDEA CLAVE

Una progresion aritmeética es una lista de numeros en la que se pasa de cada uno al
siguiente sumando siempre la misma cantidad. Con dos formulas, la del término general y

la de la suma, puedes obtener cualquier término o sumar cientos de ellos sin escribirlos.
Es la base del tema y aparece en la Prueba 1y en la Prueba 2, sola o dentro de problemas
de contexto.

Sucesiones y término general

Una sucesion es una lista ordenada de numeros: un primer término, un segundo, un tercero y asi sucesivamente. Se escribe
U, U, U3, .« - ., Un, . - ., dONde el subindice n € Z* indica la posicion.

Hay dos maneras habituales de describir una sucesion:

« Con el término general, una férmula que da u,, directamente a partir de n. Por ejemplo, u, = n?> +1 da 2,5,10,17,... y permite
calcular usg = 2501 sin pasar por los anteriores.

* Por recurrencia, una regla que da cada término a partir del anterior, junto con el primer término. Por ejemplo, u; =3y u,41 = 2u, — 1
dan 3,5,9,17,.... Para llegar a usy hay que calcular los 49 anteriores.

Una definicion por recurrencia siempre necesita su punto de partida, porque la regla sola no dice por donde empezar.

o« / .
Notacion sigma

Para indicar una suma de términos se usa la letra griega X:

DEFINICION - NOTACION SIGMA

n
Zur =ulrtu2+--+uUn
r=1
La letra r es el indice: toma los valores enteros desde el limite inferior (aqui 1) hasta el superior (aqui n), y para cada valor se calcula
u, y se suma. El nombre del indice es irrelevante: Y7 | u, = > 1 ; uy.

Por ejemplo, Y0 7> =1+4+9+16=30y Y0 (27 +1) =3+ 5+ 7+ 9+ 11 = 35. El limite inferior no tiene por qué ser 1: -0 . r =3 +
4+ 5+ 6 = 18 tiene cuatro sumandos, que son 6 — 3 + 1.

Dos reglas se deducen de la propia suma: una constante se puede sacar fuera, >, cu, = ¢y, u,, Y Una suma de dos expresiones se
puede separar en dos sumas. Ademas, sumar una constante n veces da ., ¢ = nc.

. . I .
PTOgI‘CSlOT’lQS aritmeticas

DEFINICIGN - PROGRESION ARITMETICA
Una sucesion u, es una progresion aritmética si la diferencia entre cada término y el anterior es siempre la misma:
Upi1 = Uy +d paratodon € Z*

El numero d es la diferencia comun. Puede ser positiva (la sucesion crece), negativa (decrece) o cero (todos los términos
son iguales).

Por ejemplo, 7,4,1,—2,... es aritmética con u; = 7y d = —3; en cambio, 1,2,4,8,... no lo es, porque 2 — 1 # 4 — 2. Para comprobar que una
sucesion es aritmética hay que ver que todas las diferencias consecutivas coinciden; con dos no basta.

Término general

Partiendo de u; y sumando d cada vez: uy = u; + d, us = uy + 2d, uy = u; + 3d. Para llegar a u,, se han dado n — 1 pasos de tamano d.
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TEOREMA - TERMINO GENERAL DE UNA PROGRESION ARITMETICA
U, =uy + (n—1)d

Fijate en que el numero de pasos es n — 1y no n: el primer término no ha recibido ninguna suma. Si escribes la formula desarrollada,
u, = dn + (u; — d), ves que es una expresion de primer grado en n, con la diferencia d como coeficiente de n. Por eso los puntos (n, u,)
estan alineados.
Ug — Up

q—p

Si se conocen dos términos cualesquiera, u, Yy u,, la diferencia entre ellos es u, — u, = (¢ — p)d, de modo que d =

Suma de los primeros términos

Cuando se suman los términos de una progresion se obtiene una serie; en una progresion aritmética, una serie aritmética. La suma de los n
primeros términos se denota S, = Yr_; uy.

Existe un truco, atribuido al joven Gauss, para sumar 1+ 2 + - -- + 100: se escribe la suma dos veces, la segunda al revés, y se suman
columna a columna.

1 +2 +3 +---+99 + 100

100 +99 + 98 +---+ 2 + 1

Cada columna suma 101 y hay 100 columnas, asi que el doble de la suma es 100 - 101 y la suma vale 5050. La misma idea funciona con
cualquier progresion aritmética, porque al avanzar un puesto en la primera fila se suma d y en la segunda se resta d: todas las columnas
suman lo mismo, u; + u,.

TEOREMA - SUMA DE LOS n» PRIMEROS TERMINOS
S, = g(ul +uy,) = g (2u1 +(n— l)d)
Demostracion. Escribimos S,, dos veces:
Sp=ur+ (w1 +d)+ -+ (up, — d) + u,
Sp=tn+ (un —d) + -+ (w1 +d) +wm
Al sumar columna a columna, cada columna da u; + u, ¥ hay n columnas, luego 25,, = n(u; + u,). La segunda forma sale de sustituir u,, =
ug + (n —1)d.

La primera forma tiene una lectura sencilla: la suma es el nimero de términos por la media del primero y del Gltimo. Usala cuando
conozcas u,; usa la segunda cuando solo conozcas u, y d.

NOTA - SUMA DE UN TRAMO DE LA PROGRESION

Si necesitas la suma de los términos desde el u, hasta el u,, no apliques la férmula con n = q: réstale lo que sobra al principio,
Eﬁzp u, = Sy — Sp_1. También puedes aplicar la férmula directamente al tramo, con ¢ — p + 1 términos y con w, como primer término.

Hallar uq y da partir de dos datos

Una progresion aritmética queda determinada por u; y d. Si el enunciado da dos datos (dos términos, un término y una suma, la sumay el
ultimo término...), cada dato se traduce en una ecuacioén con u; y d como incégnitas, y se resuelve el sistema.

METODO - HALLAR w Y d

1. Escribe cada dato con la férmula adecuada: u, = u; + (n — 1)d para un término, S, = % (2u; + (n — 1)d) para una suma.
2. Obtienes dos ecuaciones lineales en u; y d (si el dato es una suma y la férmula es de primer grado en ambas incognitas).
3. Resuelve el sistema: lo mas rapido suele ser restar una ecuacion de la otra, lo que elimina u;.

4. Comprueba escribiendo los primeros términos o recalculando el dato que no hayas usado.

Si los datos son términos separados por varios puestos, la resta de las dos ecuaciones da (q — p)d = u, — u, directamente.
/ ! . .
Cuantos términos hay que sumar para superar una cantidad

En muchos problemas de contexto se pregunta cuantos términos hacen falta para que la suma pase de un valor K. Como S, es una
expresion de segundo grado en n, se plantea la desigualdad S,, > K.
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METODO - HALLAR EL MENOR n CON S,>K

1. Escribe S,, en funcién de n con la férmula adecuada y simplifica.

2. Plantea S,, > K. Si todos los términos son positivos, S,, crece con n.

3. Resuelve la ecuacion S, = K, que es de segundo grado, y quédate con la raiz positiva. En la Prueba 2 puedes hallarla con la
calculadora de pantalla grafica (CPG).

4. Como n es un entero positivo, redondea hacia arriba: el menor entero mayor que la raiz.

5. Comprueba calculando S,, y S,,—1: el primero debe superar K y el segundo no.

NOTA - CALCULADORA

En la Prueba 2 puedes construir una tabla de valores de S, con la CPG, o dibujar y = S,, y la recta y = K y leer el corte, y también
calcular una suma directamente con la funcion de sumatorio. En la Prueba 1 se razona con las férmulas y se resuelve a mano.
Aunque uses la calculadora, escribe siempre la férmula que has planteado, porque es lo que se puntua.

Ejemplos resueltos

EJEMPLO 1 * Bésico

RGCOHOCGI' una pI‘OngSiél’l y calcular términos
La sucesion 5,9,13,17,... es una progresion aritmética.

a) Halla la diferencia comun d.

b) Escribe el término general u,,.

c) Calcula us.

d) ¢Qué posicion ocupa el término 205?

e) Escribe la regla de recurrencia que define la sucesion.

a) d=9—5=4.Secomprueba con otra pareja: 13 — 9 = 4.
b) Conu=5yd=4:
u,=5+(n—-1)-4=4n+1
c) wugp=4-30+1=121.
d) Sebuscan con u, = 205: 4n + 1 = 205, luego n = 51. El término 205 ocupa el puesto 51. (En cambio, 100 no es un término: 4n +
1=100dan = %, que no es entero.)
e u=5Yuy1=u,+4

EJEMPLO 2 *% Medio

Hallar u1 y d desde dos términos y sumar
En una progresion aritmética, uy = 17y ug = —3.

a) Halla la diferencia comun d.

b) Halla el primer término ;.

c) Escribe el término general w,.

d) Calcula la suma de los veinte primeros términos, Sy.

a) Restando uy de ug hay 9 — 4 = 5 pasos de tamafo d:
ug—us=5d — -3-17=5d — d=-4
b) Como uy = u; + 3d: 17 = u; + 3(—4), luego u; = 29. Comprobacién con ug = 29 + 8(—4) = —3.
c) u, =29+ (n—1)(—4) =33 —4n.
d) Primero uyy = 33 — 80 = —47. Entonces

SZ(] = % (u1 + ’UQ()) =10 (29 = 47) = —180
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Con la otra forma: Syp = 10(2-29 + 19 - (—4)) = 10 (58 — 76) = —180.

EJEMPLO 3 *kx Dificil

AhOI’I’O semanal: término general, sumay Cua'ndo S€ supcra una meta

Una alumna ahorra para un viaje. La primera semana mete 12 euros en una hucha y cada semana siguiente mete 5 euros mas que
la anterior.

a) Halla una expresion para el ingreso u,, de la semana n y calcula el ingreso de la semana 20.
b) Expresa el total ahorrado tras n semanas como una suma con notacion sigma y halla una férmula de S,, en funcion de n.

c) Halla el menor nimero de semanas necesario para tener mas de 1000 euros.

a) Losingresos forman una progresion aritmética con u; = 12y d = 5:
U, =12+ (n—1)-5=5n+7
Para la semana 20: ugg = 5-20 + 7 = 107 euros.

b) El total tras n semanas es
Su=) (5r+7)
=il

Aplicando la férmula con u; = 12y d = 5:

~ 5n%+19n

n
=2 5n419) =
(5n +19) 5

2
Comprobacion conn = 2: la suma real es 12 + 17 = 29 y la formula da % = 29.

Su=7% (2-12+(n—1)-5)

c) Se plantea S, > 1000:

5n? 4 19
oI 1000 <= 5n? + 190 — 2000 > 0

—19 + /40361

10
que hay que pasar de ese valor, y como n es entero se redondea hacia arriba: n = 19.

5'324;19'18:981<1000y5'19:5'361;19’19

En el examen: se puntua identificar u; y d, usar bien la férmula de la suma y plantear la desigualdad. El error habitual en c) es
redondear 18,19 a 18: con 18 semanas se tienen 981 euros, todavia menos de 1000. En la Prueba 2 la raiz se obtiene con la CPG, pero
conviene escribir la desigualdad y comprobar Sig y Sig.

La ecuacion 5n? + 19n — 2000 = 0 tiene como raiz positiva n = ~ 18,19. La expresion S, es creciente paran > 0, asi

Comprobacion: Sig = = 1083 > 1000.

! .
Errores tipicos

ERROR TIPICO - USAR m» EN VEZ DE n—1 EN EL TERMINO GENERAL

En u, = u1 + (n — 1)d el factor es n — 1, porque entre el primer término y el n-ésimo hay n — 1 saltos. Escribir u, = u1 + nd desplaza
todos los términos un puesto. Comprobacién rapida: con n = 1 la férmula debe devolver u;. Con 5,9,13,..., 5+ 1-4 = 9 # u; delata
el fallo.

ERROR TIPICO - CONTAR MAL LOS TERMINOS DE UN TRAMO

Los términos desde uz hasta ugy son 20 — 5 + 1 = 16, no 15 ni 20. Para sumarlos no sirve Sy (incluye los cuatro primeros) ni Sy_s: lo
correcto es Syg — S4. Con la progresion 2,5, 8, ..., por ejemplo, Sy = 610y Sy = 26, luego us + - - - + ugy = 584.

ERROR TIPICO - MEZCLAR LAS DOS FORMAS DE LA SUMA

Las dos formulas son S, = (w1 +u,) Y Sp = 5(2u1 + (n — 1)d). Un error frecuente es escribir 2(u; + (n — 1)d), que mezcla ambas y
da un resultado equivocado: en 2,5,8,...conn =4, lasumareales 2+ 5+ 8 + 11 = 26, pero %(2 + 3-3) = 22. Si no recuerdas cual
usar, piensa en «numero de términos por la media del primero y del ultimo».
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Resumen

* Una sucesidn se describe con el término general u,, 0 por recurrencia (u,,; en funcién de u,, con el primer término).
Z:‘:lur =Ujp + -+ Uy
e Progresion aritmética: u,.; = u, + d, con diferencia comun d constante.
o Término general: u, = u; + (n —1)d, y d = L% para dos términos cualesquiera.
n q—p
2
» Con dos datos se plantea un sistema para u; y d. Para saber cuantos términos superan una cantidad se resuelve S, > K y se

redondea el resultado hacia arriba.
e Lasuma de untramo de u, a u; €s S; — S,_1, con ¢ — p + 1 términos.

e Suma: S, = g(ul + u,) = = (2u1 + (n — 1)d), obtenida sumando la serie con ella misma al revés.
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APARTADO 2
. I . . [+ .
PI’OgI’GSlOHﬁS geometrlcas Yy suma mﬁmta

IDEA CLAVE

Una progresion geométrica es una lista de numeros en la que cada uno se obtiene
multiplicando el anterior por una cantidad fija, la razén. Con dos formulas, u, = uir™ 'y

Uy

S, = 7‘,’;1*1 , resuelves casi todas las preguntas; y si |r| < 1, la suma de infinitos términos
tiene un valor finito, S, = .. Es un contenido habitual de la Prueba 1y de la Prueba 2, a
menudo combinado con una progresion aritmética.

Razon y término general

En una progresion aritmética se suma siempre lo mismo para pasar de un término al siguiente. En una geométrica se multiplica. Por
ejemplo, 5, 10, 20, 40, ... se obtiene multiplicando por 2, y 81, 27, 9, 3, ... multiplicando por %

DEFINICION - PROGRESION GEOMETRICA Y RAZON
Una sucesion ug, ug, us, . . . € Una progresion geométrica si existe un numero r # 0, la razén comun, tal que
Upi1l = T Up para todon € Z*

Equivalentemente, el cociente entre un término y el anterior es siempre el mismo:

_ Unt1
u’ll

Sir > 1yw; >0, los términos crecen; si0 < r < 1, se acercan a 0; sir < 0, los signos se alternan. Por eso, para hallar r basta dividir dos
términos consecutivos cualesquiera, comprobando después que el cociente se repite.

Para llegar a un término lejano no hace falta calcular todos los anteriores. Partiendo de u; se multiplica por r una vez para llegar a us, dos
veces para llegar a ug, y asi sucesivamente: para llegar a u,, se multiplica n — 1 veces.

PROPIEDAD - TERMINO GENERAL
En una progresiéon geométrica de primer término u; y razoén r:
Un=urr™

Mas en general, u, = u »™* para cualesquieran y k.

La segunda forma es la mas comoda cuando te dan dos términos que no son el primero: de u; a ug hay que multiplicar tres veces por r, es
decir, ug = usr®. Si te dan dos términos, dividelos y obtendras una potencia de r.

NOTA - TRES TERMINOS CONSECUTIVOS

Sia, by c son tres términos consecutivos de una progresion geometrica, entonces — = B es decir, b = ac. Esta condicion permite
a

plantear una ecuacion cuando algun término es desconocido. Ojo: de b® = ac salen dos valores de b (uno positivo y otro negativo);
decide cual sirve con los datos del enunciado.

. ! .
Suma de lOS n prlmeros terminos
Para sumar S,, = u; + us + - - - + u, hay un truco que conviene entender, porque explica la formula. Escribe la suma y, debajo, la misma
suma multiplicada por r:

Sp =y +urr +ugr? + -+ ugr™!

Sy, = wr +ugr? 4 -+ ugr™ 4wyt
Al restar, todos los términos intermedios se cancelan y solo quedan el primero de arriba y el ultimo de abajo:
Sy —Sp=wr" —u =  Sp(r—1)=wu(r"—1)

Sir # 1 se puede dividir por r — 1.
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TEOREMA - SUMA DE LOS n» PRIMEROS TERMINOS

Sir#£1:

Sir =1, todos los términos son iguales a u1 y S, = nu1.

Las dos formas son idénticas. Usa la primera cuando r > 1y la segunda cuando r < 1, para trabajar con numeros positivos. La férmula
necesita u;, r y n: el numero de términos que sumas. Si empiezas a sumar en un término que no es el primero, calcula primero cual es su
valor y usalo como u; (o resta dos sumas: ux+1 + -« - + un = Sn — Sk).

METODO - RESOLVER UN PROBLEMA DE PROGRESION GEOMETRICA

1. Identifica los datos: u;, r, algun término uy, la suma, el nimero de términos.

2. Si te dan dos términos, dividelos para obtener una potencia de r y despeja r (con raiz, o con logaritmos si la incognita es el
exponente).

3. Con w; y r ya puedes calcular cualquier u,, 0 S,,.

4. Comprueba que el resultado tiene sentido: n debe ser un entero positivo y, si la progresidn es de términos positivos, r > 0.

Hallar n con 10garitmos

Cuando la incognita es el nimero de términos, aparece en un exponente: por ejemplo, u, = u;r" ! = B 0 S, = B. Se despeja la potencia y
se toman logaritmos, como en logaritmos y propiedades:
B B In(B/u
wmr" =B <= M l==" = (n—1)lnr=ln— < nzl-i—M
Uy [ Inr

Como n debe ser un entero, hay que fijarse en lo que pide el enunciado.

» Sipide cuando se alcanza exactamente un valor y n no sale entero, ese valor no es un término de la progresion.

» Si pide cuando se supera un valor, redondea hacia arriba al entero siguiente cuando los términos crecen.

e Al dividir ambos miembros de una desigualdad por Inr o por In %, mira el signo: si 0 < r < 1, entonces Inr < 0 y la desigualdad
cambia de sentido.

NOTA - CALCULADORA

En la Prueba 2 puedes resolver u,, > B 0 S, > B con la calculadora de pantalla grafica (CPG), por ejemplo con una tabla de valores
de la sucesion o resolviendo la ecuacién correspondiente. En la Prueba 1 no hay calculadora: ahi los datos estan elegidos para que n
salga entero o para que se pida la expresion exacta con logaritmos.

Suma infinita
¢ Qué ocurre si se suma sin parar? Mira % + i + § + ---. Imagina un segmento de longitud 1: tomas su mitad, luego la mitad de lo que queda,

luego la mitad de lo que queda de nuevo. Después de cada paso, lo que falta para llegar a 1 es justo el ultimo trozo que has anadido, y ese
trozo se hace cada vez mas pequeno. La suma se acerca a 1 sin pasarse nunca.

L g, =1. LUEE — 1 ()" ylapotencia (1)" se acerca a 0 al aumentar n.

. . _ 1 _ 1.
Eso mismo se ve en la formula. Con r = sYu =3 3 i/

ur (1 —r")

En general,en S, = todo depende de lo que haga r" cuando n crece:

» Si|r| <1, r" se hace tan pequefio como se quiera, y se acerca a 0.
» Si|r| > 1, 7" no se acerca a 0 (se hace enorme, vale siempre 1 o alterna entre 1y —1), y la suma no se estabiliza en ningiin nimero.

TEOREMA - SUMA INFINITA DE UNA PROGRESION GEOMETRICA
Si |r| < 1, la suma de todos los términos de la progresion existe y vale

Uy
1—r

[o 0]
Soo =u +us+uz+--- = E urkFl =
k=1

Si|r| > 1 (y w1 # 0), la suma infinita no existe: no se puede usar la férmula.

Se dice que la serie converge a - cuando |r| < 1. Es lo mismo que —1 < r < 1; si el enunciado dice que «existe la suma infinita», eso ya te
da la condicién —1 < r < 1y puede servir para descartar soluciones.
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NOTA - LA CONDICION |r| <1

Antes de aplicar S,, = - escribe siempre |r| < 1y comprueba que se cumple. En una ecuacion de la que salen dos valores de r, es
el filtro que decide cual vale. Si la razén es negativa, la suma también converge (con los sumandos alternando de signo): por
ejemplo, conu; =1y r = —} se obtiene ﬁg =2

Decimales periédicos

1

Un nimero decimal periodico es la suma infinita de una progresion geomeétrica de razon 1,

cada trozo del periodo como un término y se aplica la formula.

donde k es la longitud del periodo. Se escribe

Por ejemplo, 0,6 = 0,6 + 0,06 + 0,006 +- - - - tiene u; = 0,6 y r = 0,1, luego

06 06 2
06=1"01"09" 3

9
Si el nimero tiene una parte no periddica, se separa: 0,16 = 0,1+ 0,06 = & + -2 =L 4+ 1 =

METODO - PASAR UN DECIMAL PERIODICO A FRACCION

1. Escribe el numero como la suma de su parte no periodica (si la hay) y de una progresion geométrica infinita formada por las
repeticiones del periodo.

2. Identifica u, (la primera repeticion, ya colocada en su posicion decimal) y r = 107, con k las cifras del periodo.

3. Calcula -, sumale la parte no periddica y simplifica.

Una progresién aritmeética y otra geométrica

Un tipo de problema frecuente da una progresion aritmética y una geométrica relacionadas (por ejemplo, tres términos de una aritmética
que son consecutivos de una geométrica, o dos progresiones con el mismo primer término). La clave es escribir cada término con la
formula de su progresion, u, = u; + (n — 1)d para la aritmética y v, = vy;7"~! para la geométrica, e igualar lo que el enunciado dice que
coincide. Si los tres términos son consecutivos en la geométrica, usa b®> = ac. Resuelve el sistema que salga y, antes de seguir, comprueba
las soluciones con los datos (por ejemplo, d # 0 si el enunciado lo exige).

Ejemplos resueltos

EJEMPLO 1 * Béasico

Razon, término general y suma

En una progresion geométrica, us = 12 'y us = 96.

a) Hallalarazoénry el primer término u;.

b) Calcula uyg.

c) Calcula la suma de los ocho primeros términos.

d) Halla el menor valor de n para el que u,, > 10000.

a) De uy a us se multiplica tres veces por 7:

us = upr® — r:E:S == r=2
12
Com0u2:u1r,resultau1:7:6.
b) w=06-2"=6-512=23072.
3
-1
c) Conr>1usamosS":%:
6(28 -1
587%26255:1530
5000

d) Seplantea 6-2"~1 > 10000, es decir, 2! > = 1666,7. Tomando logaritmos (con In2 > 0):
In(5000/3
_ In(5000/3)

In
El menor entero es n = 12. Comprobacion: u;; = 6 - 21 = 6144 < 10000 y uy; = 6 - 211 = 12288 > 10000.

-1 ~ 10,70 = n > 11,70
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EJEMPLO 2 ** Medio

Suma infinita y decimales periédicos

a) Escribe 0,27 = 0,272727... como suma de una progresion geométrica infinita y exprésalo como fraccion irreducible.
b) Calcula la suma infinita 12 — 4 + % - % + -
c) Una progresion geométrica tiene suma infinita igual a 18 y su segundo término vale 4. Halla los posibles valores de la razén r.
a) El periodo tiene dos cifras: 0,27 = 0,27 + 0,0027 + 0,000027 + - - -, con u; = 0,27 y r = 0,01. Como |r| < 1:
oo 0202 2 3
© 1-001 099 99 11
b) Los términos tienen u; = 12y, dividiendo, r = I—; = 7% (se comprueba: —4- (—3) = 3). Como |r| = } < 1 la suma existe:
12 12
S, =——_ =" =
U1+ 4/3
4
c) Elsegundo término es uy = uir = 4, luego u; = o Con Sy = 1ulr =18:
4 2
=1 1-r)=2 9r° — 2 =
= 8 = 9r(l-r) = 9" —-9r+ 0
94+481-72 943 2 1
r= = r=—o0r=-=
18 18 3 3
Los dos valores cumplen |r| < 1, asi que ambos sirven. Comprobacioén: con r = % u =12y Sy = % =18;conr = § u =6y Sy
% =18.

EJEMPLO 3 *kx Dificil

/ . . I . / .
Tres terminos de una aritmetica quc forman una geometrlca

Una progresion aritmética tiene primer término u; = 3 y diferencia d # 0. Su segundo, su quinto y su decimocuarto término son, en

este orden, tres términos consecutivos de una progresion geométrica.

a) Halla la diferencia d de la progresién aritmética y la razén r de la geométrica.
b) La progresion geométrica tiene como primer término el segundo término de la aritmética, v; = uy, y la razén que has hallado.
Calcula el menor nimero de términos n para que su suma supere 10°.
c) Calcula la suma de los veinte primeros términos de la progresion aritmética.
a) 1. Escribir los tres términos con u,, = 3 + (n — 1)d:
us =3+d us; = 3+ 4d uyy =3+ 13d
2. Imponer la condicién geométrica b? = ac para tres términos consecutivos:
(3+4d)? = (3+d)(3+13d)
3. Desarrollar y simplificar:
9+24d +16d* =9 +42d +13d> — 3d*-18d=0 = 3d(d—6)=0
4. Descartar d = 0 porque el enunciado exige d # 0. Queda d = 6.
5. Los tres términos son uy = 9, us = 27, u;4 = 81, ylarazénesr = % = 3 (también % = 3, luego es coherente).
b) Lageométricaesv, =9-3"!ysusumaes
s, = 9(3"—1) _ 9(3"—1)
3-1 2
Se pide M > 10, es decir, 3" > 29—106 + 1 ~ 222223,2. Con logaritmos (In3 > 0):

1n(222 223,2
n > 2(2222232) o
In3

El menor entero es n = 12. Comprobacion: S;; = 797157 < 106 y S1» = 2391480 > 106.

c)

Conu; =3yd=6:

2
520:70(2~3+19-6):10-120:1200

Tel. 626 09 20 80

En el examen: puntua plantear b> = ac con los términos bien escritos y rechazar d = 0 justificandolo con el enunciado. En b) no basta
con dar 11,21: hay que terminar en n = 12y, si te sobra tiempo, comprobar con Sy; y Si2.
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Errores t{picos

ERROR TIPICO - USAR LA FORMULA DE LA SUMA INFINITA SIN COMPROBAR Ir] <1

Con2+4+8+16+---larazon esr = 2. Aplicar - = fl = —2 da un numero negativo para una suma de numeros positivos, lo cual
es absurdo: esa suma no existe, porque crece sin limite. La formula solo es vélida si —1 < r < 1.

ERROR TIPICO - CONTAR MAL EL EXPONENTE 0 EL NUMERO DE TERMINOS

En u, = u;r" ! el exponente es n — 1y no n: el primer término, n = 1, lleva v = 1. Por ejemplo, conu; =5y r =3, uy = 5 - 3° = 135,
no 5 - 3* = 405. En la suma ocurre al revés: S, lleva r”, porque suma n términos. Y cuando se suma desde el término k + 1 hasta el n
no hay n sumandos, sino n — k.

ERROR TIPICO - PASAR A FRACCION UN DECIMAL PERIODICO Y EQUIVOCARSE CON LA RAZON

En 0,27 la razon es 0,01, no 0,1, porque el periodo tiene dos cifras: cada repeticion se desplaza dos lugares. Siusasr = 0,1y u; =
0,27, obtienes 2L — 0,3, que no coincide con 0,2727 ... El resultado correcto es £. Comprueba siempre dividiendo la fraccion
obtenida y mirando que reproduce las primeras cifras.

Resumen

¢ Progresion geométrica: u, 1 = r u,, COn razon r = 23;1. Término general: u,, = u;r™! (también u, = ur**).
 Tres términos consecutivos a, b, c cumplen b = ac.
L. up(r” —1 u (1 —7r") . , .
e Suma de n términos, conr # 1: S, = 1(T - ) _ 1(1 - ),' sir =1, S, = nu,. La férmula se obtiene restando S, y 7Sy.
e Para hallar n en u, = B 0 S, = B: aisla la potencia 7+, toma logaritmos y baja el exponente. Redondea segun lo que pida el
enunciado y cuida el signo de Inr en las desigualdades.

o Silr|<1:8, = 1—lr Si |r| > 1, la suma infinita no existe.

e Un decimal periédico es una suma infinita con r = 10-* (k cifras de periodo): 0,27 = % =3,
* En problemas mixtos, escribe cada término con su férmula (aritmética o geométrica), iguala lo que el enunciado dice que

coincide y comprueba las soluciones.
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APARTADO 3
Interes simple y compuesto, crecimiento y depreciacion

IDEA CLAVE
El interés simple es una progresion aritmética y el interés compuesto, una geométrica; el

crecimiento de una poblacién y la depreciacién de un objeto siguen el mismo modelo que el
compuesto. En este apartado aprendes las formulas, como se adaptan cuando el interés se

abona varias veces al ano y como calcular el tiempo necesario para alcanzar una cantidad,
con logaritmos o con la calculadora. Son preguntas habituales de la Prueba 1y, sobre todo,
de la Prueba 2.

! . o/ . I .
Interes Slmple: una pI‘OgI‘GSlOl’l aritmertica
Cuando se deposita un capital, el banco paga un interés a cambio. El porcentaje anual que se indica en el contrato es el tipo de interés

nominal anual, » %. El capital inicial se llama C.

En el interés simple los intereses se calculan siempre sobre el capital inicial, de modo que cada afio se suma la misma cantidad:

r
interés de cada ano = Cpy - —
interés de cada afio " 00

Por tanto, los capitales al final de cada afno forman una progresion aritmética de diferencia d = COM' Esto enlaza con las progresiones

aritméticas: C, = Cy + nd.

PROPIEDAD - INTERES SIMPLE
Un capital Cp a un tipo de interés simple del r % anual, tras n aios, vale

C,=Cy (1+n1—;‘0)
7

El capital crece una cantidad fija cada ano (progresion aritmética) y los intereses acumulados son C,, — Cy = Cyn 100"

Por qué es cierta: cada ano se afnaden Cj 1, Y al cabo de n afios se han afiadido n veces esa cantidad.

/ o/ I4 .
Interes Compuestoz una progresion geometrlca

En el interés compuesto los intereses de cada periodo se suman al capital y, desde ese momento, también producen intereses. Si el tipo es
r % anual y los intereses se abonan una vez al afo, el capital se multiplica cada afio por el mismo numero:
T T
C1 = Co+ Coges = Co (14 75)
100 100
Un aumento del r % equivale a multiplicar por 1 + ;£=. En el afio siguiente se vuelve a multiplicar por ese nimero, y asi sucesivamente. Es

una progresion geometrica de razon 1 + & (véase las progresiones geométricas).

PROPIEDAD - INTERES COMPUESTO CON CAPITALIZACION ANUAL

Un capital Co a un tipo de interés compuesto del r % anual, tras n afos, vale

C, =G (1+ﬁ)n

Un detalle sobre la notacion: si se usa u; para el capital tras el primer afio, entonces u,, = Cy(1 + ﬁ)" y el capital inicial es Cy = ug. La

férmula u,, = u;7" ! del apartado anterior sigue valiendo, pero aqui es mas comodo contar desde el capital inicial.
. . o/ ~
Capltallzamon k veces 21] ano

Muchos contratos abonan los intereses cada mes, cada trimestre o cada semestre. Sea k el nUmero de periodos de capitalizacion por aio:
k = 12 (mensual), k = 4 (trimestral), k = 2 (semestral), k£ = 1 (anual). El tipo nominal anual se reparte entre los periodos, de modo que en
cada uno el capital se multiplica por 1 + 155z, Y €n n aios hay kn periodos.
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PROPIEDAD - INTERES COMPUESTO CON %k CAPITALIZACIONES AL AfO

Un capital Cy, a un tipo nominal anual del » %, con capitalizacion k veces al afo, vale tras n afios

C, =G (1 n 1orﬁ)kn

Con k = 1 se obtiene la formula anterior.

Con el mismo tipo nominal, capitalizar mas veces al ano da mas dinero, porque los intereses empiezan a producir intereses antes. Por
ejemplo, 1000 euros al 5% nominal durante 3 aflos se convierten en:
Capitalizacién Férmula Resultado
Anual (k = 1) 1000 (1 + %)3 ~ 1157,63 euros
Trimestral (k = 4) 1000 (1 + 5%5)"> ~ 1160,75 euros
Mensual (k = 12) 1000 (1 + 125)* ~ 1161,47 euros
Con interés simple, esos mismos 1000 euros darian solo 1000 (1 + 3 - ;35) = 1150 euros.

Crecimiento y depreciacién

La formula del interés compuesto no es solo cosa del dinero. Sirve para cualquier magnitud que cambie cada periodo en un porcentaje fijo,
es decir, que se multiplique por el mismo numero.

DEFINICIGN - CRECIMIENTO Y DEPRECIACIGN

Una magnitud que en cada periodo aumenta un p % se multiplica por 1 + & (razén mayor que 1): es un crecimiento. Si disminuye un

p %, se multiplica por 1 — T% (razon entre 0 y 1): es un decrecimiento, y cuando se trata del valor de un bien, una depreciacion. En

ambos casos, tras n periodos,

n p
V=V, = llae—r
0 . 100

Ejemplos de las dos situaciones:

 Una poblacion de 12000 habitantes que crece un 3% al afo tiene 12000 - 1,03" habitantes tras n afos. Tras 10 afios, 12000 - 1,031 ~
16127 personas.
» Una magquina que pierde un 10 % de su valor cada afio se multiplica por 0,9 anualmente: su valor tras n aflos es V; - 0,9™.

Si no te dan el porcentaje, sino dos valores de la progresion, la razén sale del cociente. Si una poblacion pasa de 5000 a 5405 en dos anos y
se supone geométrica, ¢* = g% = 1,081, de modo que ¢ = 1,0397... y el crecimiento anual es de unos 4 %. Cuando el enunciado habla de
«afnosy, fijate en si pregunta por el valor tras n afos (hay n factores) o por el n-ésimo término de la lista (hay n — 1 factores si empieza en el

primer afno).

Hallar el tiempo necesario

Una pregunta frecuente es: ¢cuanto tiempo tarda el capital (o la poblacion) en llegar a cierta cantidad? Hay que despejar n, que esta en el
exponente, y para eso se usan los logaritmos (véase los logaritmos).

METODO - HALLAR CUANTO TIEMPO HACE FALTA

1. Escribe la ecuacion o la desigualdad: por ejemplo, Cj (1 + Tr()k)kn = C, o bien > C si se pide superar esa cantidad.

2. Divide por C) para dejar la potencia aislada.

3. Toma logaritmos en los dos miembros y baja el exponente: kn ln(l + m’m) =In o%

4. Despeja n. Si el numero que multiplica a n es positivo (crecimiento), el sentido de la desigualdad se mantiene. En una
depreciacion, Ing < 0, y al dividir por él la desigualdad se invierte.

5. Interpreta el resultado: no basta con redondear al mas cercano (véase la seccion siguiente).

NOTA - CALCULADORA (PRUEBA 2)

En la Prueba 2 no hace falta despejar a mano. La calculadora de pantalla grafica (CPG) tiene un resolvedor financiero de interés
compuesto: introduces el tipo anual, el capital inicial (con signo negativo si es una cantidad que depositas), el capital final y el
numero de capitalizaciones al ano, y el aparato devuelve el niumero de periodos. También sirve una tabla de valores de Cy (1 + ﬁ)m
o la interseccién de dos graficas. Con cualquiera de estos métodos, lee con cuidado si el resultado es en periodos o en afos, y
escribe siempre en la solucién la ecuacion que has planteado. En la Prueba 1, en cambio, hay que dejar la respuesta exacta en forma
de cociente de logaritmos.
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Redondeo e interpretacién del resultado

Tel. 626 09 20 80

Dinero. Los importes se dan con dos decimales (céntimos). Redondea solo al final del calculo; si redondeas la razén 1 + - antes

100k
de elevar, el error se multiplica. Los intereses son la diferencia entre el capital final y el inicial.

Personas, objetos. Una poblacion se da como numero entero.
«ARos enteros». Si el enunciado pregunta «;cuantos afios enteros hacen falta para superar...?» 0 «¢a partir de qué ano...?», la
respuesta es el menor entero que cumple la condicion. Sin > 8,53, la respuesta es 9 (y también lo seria con n > 8,2): hay que

redondear hacia arriba, porque en 8 afios todavia no se alcanza. Con una depreciacién («el valor baja de...») se razona igual: se

busca el primer afo entero en que la condicion ya se cumple.

Intereses abonados por periodos. Si los intereses se abonan solo al final de cada periodo, el capital no cambia dentro del periodo.
Con capitalizacion trimestral, el capital es el mismo durante los tres meses; por eso, el tiempo en el que realmente se supera una

cantidad es un numero entero de trimestres, y puede ser mayor que el que da la formula con n real.

Ejemplos resueltos

EJEMPLO 1 * Béasico

Interés simple: valor y tiempo

Se depositan 2400 euros a un interés simple del 3 % anual.

a)
b)

c)

Halla el interés que se recibe cada ano.
Halla el capital tras 6 anos.

Halla el menor numero entero de afnos para que el capital sea al menos de 3000 euros.

Es una progresion aritmética: C,, = 2400 (1 +n - $35) = 2400 + 72n.

a)
b)

c)

100
3
El interés anual es 2400 - 100 = 72 euros, que es la diferencia d de la progresion.

Cg = 2400 + 72 - 6 = 2832 euros.

Se resuelve 2400 + 72n > 3000, es decir, 72n > 600y n > % =8,33...

El menor entero es n = 9. Comprobacion: Cs = 2976 < 3000 y Cy = 3048 > 3000.

EJEMPLO 2 ** Medio

Capitalizacién mensual y Comparacién con la anual

Se invierten 8000 euros a un tipo de interés nominal anual del 3,6 % durante 5 afos.

a)
b)

c)

a)

b)

c)

Halla el capital final si los intereses se abonan cada mes. Redondea a dos decimales.

Halla los intereses obtenidos en ese caso.

Halla el capital final si los intereses se abonan una vez al afo, y calcula cuantos euros mas se obtienen con el abono mensual.

Redondea cada importe a dos decimales.

Aqui k =12y n =5, de modo que hay kn = 60 periodos y en cada uno el capital se multiplica por 1 + % = 1,003:

60
3,6
Cs = 8000 (1 s %) = 8000 - 1,003% ~ 9575,16 euros

Los intereses son 9575,16 — 8000 = 1575,16 euros.
Conk=1:

3,6\°
Cs = 8000 (1 + ﬁ) = 8000 - 1,036° ~ 9547,48 euros

La diferencia es 9575,16 — 9547,48 = 27,68 euros mas con el abono mensual.

EJEMPLO 3 ***x Dificil
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Depreciacién de un coche y tiempo para superar un Capital

Un coche nuevo cuesta 24000 euros y pierde cada afno el 15 % de su valor del aio anterior.
a) Escribe el valor V,, del coche tras n afos.

b) Halla su valor tras 4 afos, redondeado a dos decimales.

c) Halla el menor numero entero de aios para que el valor sea inferior a 5000 euros.

Por otra parte, se invierten 6500 euros a un tipo nominal anual del 4,2 % con abono trimestral.
d) Halla el menor nimero entero de trimestres para que el capital supere los 10000 euros.

e) Indica cuantos aios enteros hay que esperar para tener mas de 10000 euros.

a) Perder el 15 % equivale a multiplicar por 1 — 0,15 = 0,85. Es una progresién geométrica de razoén 0,85 con valor inicial 24000:
V., = 24000 -0,85"
b) Vi = 24000 -0,85* = 12528,15 euros.

c) Se plantea 24000 - 0,85™ < 5000. Se divide por 24000 y se toman logaritmos:

n 5000 5 5
0,85" < rOOO = ﬁ <= nln0,85 < lnﬂ

Como In 0,85 < 0, al dividir la desigualdad se invierte:
5

In
n>—%A ~965

1n 0,85
El menor entero es n = 10. Comprobacion: Vy ~ 5558,81 > 5000 y V3o ~ 4724,99 < 5000.
d) Ahora k =4y en cada trimestre el capital se multiplica por 1 + % = 1,0105. Con m trimestres:

10000

-1,0106™ > 1 — 0500 ~ 47 24
6500 - 1,0105™ > 0000<:>m>1n1’0105 5

El menor entero es m = 42 trimestres. Comprobacion: tras 41 trimestres hay ~ 9974,76 euros y tras 42 hay ~ 10079,49 euros.
e) 42 trimestres son 10,5 afos. Los intereses solo se abonan al final de cada trimestre, y el capital supera los 10000 euros por

primera vez a los 10,5 afos. Pero la pregunta es por afos enteros: tras 10 afos (40 trimestres) solo hay ~ 9871,11 euros, y tras 11
anos (44 trimestres) hay ~ 10292,27 euros. Hay que esperar 11 afnos.

En el examen: puntla plantear la razon correcta (0,85 y 1,0105), tomar logaritmos y cambiar el sentido de la desigualdad cuando se
divide por un logaritmo negativo; la ultima parte pide interpretar el resultado y no redondear al mas cercano. No sustituyas n por un
valor redondeado antes de comprobarlo.

! .
Errores tipicos

ERROR TIPICO - USAR 1+7 CON » EN PORCENTAJE

Con un interés del 4% larazénes 1 + ﬁ = 1,04, no 1 +4 = 5 ni 1,4. Divide siempre el porcentaje entre 100 antes de sumar 1. Con
capitalizacion k veces al afio, el porcentaje se divide también entre k: 1 + ——. Un 6 % nominal con abono mensual es una razon de

100k *
1,005 por mes, no de 1,06.

ERROR TIPICO - REDONDEAR AL ENTERO MAS CERCANO AL BUSCAR EL TIEMPO

Si sale n > 9,65 y se pide el nUmero de afos enteros necesarios, la respuesta es 10, que es el menor entero que cumple la
desigualdad. Tampoco se debe redondear antes de tiempo: con n = 9,65 el valor aun no cumple la condicion. Comprueba siempre
sustituyendo n = 9y n = 10 en la férmula original.

ERROR TIPICO - OLVIDAR INVERTIR LA DESIGUALDAD EN UNA DEPRECIACION

En 0,85™ < 2, al tomar logaritmos queda n1n0,85 < In £. Como In 0,85 es negativo, al dividir por él cambia el sentido: n > ...y no
n < .... Escribir n < 9,65 daria el tiempo durante el cual el coche aun vale mas de 5000 euros.

Resumen

« Interés simple: C,, = C; (1 + n ), progresion aritmética de diferencia Co ;.

¢ Interés compuesto: C,, = C) (1 + wﬁ) " conk capitalizaciones al afo; progresion geométrica de razon 1 + g por periodo.
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* Crecimiento y depreciacién: V, = Vpq" con ¢ = 1 + {55 > 1 (crece) 0 ¢ = 1 — {55 < 1 (decrece). Dos valores de una progresion
geométrica dan la razon por cociente.

» Para el tiempo: aisla la potencia, toma logaritmos y baja el exponente. Si divides por un logaritmo negativo, la desigualdad se
invierte. En la Prueba 2 sirven el resolvedor financiero de la CPG o una tabla.

* Dinero con dos decimales y redondeo solo al final. Para «afios enteros» se toma el menor entero que cumple la condicion, y

con abono por periodos hay que contar periodos enteros.

Clases de matematicas online y en Aldaia - 626 09 20 80 - ecuacionganadora.com 17 /35



Ecuacion Ganadora Tel. 626 09 20 80

CIERRE DEL TEMA

Ejercicios IB del tema 3

Ejercicios de examenes del IB agrupados por tipo y, dentro de cada tipo, de menos a mas dificil. Intenta cada uno

antes de abrir la solucion.

Sucesiones y notacion sigma

EJERCICIO 1 * Bésico IB - P2 TZ2 Mayo 2010

Considere la progresion aritmética 8, 26,44, . ..
a) Halle una expresion para el término n-ésimo.
b) Escriba la suma de los n primeros términos, utilizando la notacién sigma.

c) Calcule la suma de los 15 primeros términos.

a) u,=18n—10 b) S, =) (18k—10)=9"—n  c) Si; =2010
k=1

EJERCICIO 2 * Béasico IB - P1 Mayo 2000

La suma de los n primeros términos de una progresién aritmética es S, = 3n? — 2n. Calcule el término u,,.

U, =6n—>5

EJERCICIO 3 * Béasico IB - P1 Noviembre 2002

50
Halle Zln(QT), expresando la respuesta en la forma a1n 2, donde a € Q.

r=1

50
> In(27) = 1275In2

r=1

EJERCICIO 4 * % Medio IB - P2 TZ2 Mayo 2013

(i) Exprese la suma de los n primeros numeros enteros impares positivos utilizando la notacién de sumatoria.
(i) Compruebe que la suma del apartado anterior es igual a n?.

(iii) Deduzca el valor de la diferencia entre la suma de los 47 primeros numeros impares positivos y la suma de los 14 primeros
numeros impares positivos.

0 > (k-1
k=
' 1+2n—-1

(i) S, :Twzznz

(III) 547 - 514 = 2013
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EJERCICIO 5 ** Medio IB - P2 Noviembre 2002

Una sucesion {u,} estad dada por ug = 1, u1 = 2, 4y 11 = 3u,, — 2u,,_; donden € Z*.
a) Halle uy, us, uy.

b) (i) Exprese u, en funcion de n.

(i) Verifigue que su respuesta a (b)(i) satisface la ecuacion u,.; = 3u, — 2u,_;.

a) uy =4, u3=28, us =16 b) u, = 2"

EJERCICIO 6 * % Medio IB - P1 TZ0 Noviembre 2004
La suma de los n primeros términos de una serie viene dada por S, = 2n* —n, n € Z*.
a) Halle los tres primeros términos de la serie.

b) Halle una expresién para el término n-ésimo de la serie, dando la respuesta en funcion de n.

a) u=1,u=5 u3=9 b) u, =4n —3

EJERCICIO 7 ** Medio IB - P1 TZO Noviembre 2005

15
Halle Z a’, donde a, = Inz".

n=1
15

> a) =1240 (Inz)’

n=1

EJERCICIO 8 %% Dificil IB - P2 TZ® Noviembre 2005

n
1 n
a) Demuestre mediante induccién matematica que = ,nEZ".
) a §(2r—1)(2r+1) 1"
b) A partir de lo anterior, compruebe que la suma de los primeros (n + 1) términos de la serie ! + 1 + L + L +...es ntl)
P » comp q P 371573 63 % nra)
a) Paran=1: 1 _1 LI Si es cierto para k, entonces
"=rT3 3Yzw U
% 1 __k 1 _ 2%243k+1  (2k+1)(k+1)  k+1
~ (2r—1)(2r +1) T 2%+1 0 (2k+1)(2k+3)  (2k+1)(2k+3)  (2k+1)(2k+3)  2k+3
que es la formula para k + 1; por induccion, se cumple para todon € Z*.
11 1 1 1
b) Lostérminos -, —, —, —,...son ————— conr =1,2,3,4,...; la suma de los primeros 1 es el resultado de a) con
) 3°15° 35’ 63’ @r—1)@r+1) o P nt )
n+1 n+1

1 en lugar de n: = .
nt g ¥+l 2nt3

. . /)
PI’OgI’ﬁSlOIlfIS aritmerticas

EJERCICIO 9 * Béasico IB - P1 Mayo 2002
Consideremos la serie aritmética 2,5, 8, ...
a) Halle una expresion para S,, la suma de los n primeros términos.

b) Halle el valor de n para el cual S,, = 1365

3n2+n

a) S,= 5

b) n =30

Clases de matematicas online y en Aldaia - 626 09 20 80 - ecuacionganadora.com 19/35



Ecuacion Ganadora Tel. 626 09 20 80

EJERCICIO 10 *x Béasico IB - P1 TZ0 Mayo 2006

En una progresion aritmética, el segundo término es 7 y la suma de los cinco primeros términos es 50. Halle la diferencia comun de
esta progresion aritmética.

d=3

EJERCICIO 11 * Basico IB - P1 Mayo 1999

El segundo término de una progresion aritmética es 7. La suma de los cuatro primeros términos de la progresién aritmética es 12.
Encuentre el primer término, a, y la diferencia comun, d, de la progresion.

EJERCICIO 12 * Béasico IB - P1 TZ1 Mayo 2016

El quinto término de una progresién aritmética es igual a 6 y la suma de los primeros 12 términos es 45. Encuentre el primer término y
la diferencia comun.

EJERCICIO 13 *x Béasico IB - P1 Noviembre 1999

Una progresion aritmética tiene 5 y 13 como sus dos primeros términos, respectivamente.
a) Escriba, en funcion de n, una expresién para el término n-ésimo, a,.

b) Encuentre el nimero de términos de la progresion que valgan menos de 400.

a) a,=8n-3 b) Hay 50 términos menores que 400

EJERCICIO 14 * Béasico IB - P1 TZ2 Mayo 2022

El n-ésimo término de una progresion aritmética viene dado por u, = 15 — 3n.
a) Indique el valor del primer término (u,). [1 punto]
b) Sabiendo que el n-ésimo término de esta progresidon es —33, halle el valor de n. [2 puntos]

c) Halle la diferencia comun (d). [2 puntos]

a) wu =12 b) n =16 c)d=-3

EJERCICIO 15 ** Medio IB - P2 TZ2 Mayo 2011

En una serie aritmética cuyo enésimo término es u,, se sabe que uy = 7y ug = 22. Halle el valor minimo de n para el cual u; + us +
ug + -+ + u, > 10000.

n =83

EJERCICIO 16 ** Medio IB - P1 TZO Noviembre 2008

Una cuerda de 81 metros se corta en n trozos de longitud creciente, formando estas longitudes una progresion aritmética cuya
diferencia comun es igual a d metros. Sabiendo que las longitudes del trozo mas corto y del mas largo son 1,5 metros y 7,5 metros
respectivamente, halle los valores de ny d.
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EJERCICIO 17 *x* Medio IB - P1 TZO Noviembre 2010

La media de los diez primeros términos de una progresion aritmética es igual a 6. La media de los veinte primeros términos de la
progresion aritmética es igual a 16. Halle el valor del término 15 de la progresion.

U5 = 25

EJERCICIO 18 *x Medio IB - P2 TZ2 Mayo 2012

La suma de los 16 primeros términos de una progresion aritmética es 212, y el quinto término es 8.
a) Halle el primer término y la diferencia comun.

b) Halle el menor valor de n para el cual la suma de los n primeros términos es mayor que 600.

a) u =2 dz% b) n =28

EJERCICIO 19 ** Medio IB - P2 TZO Noviembre 2013

El cuarto término de una progresion aritmética es 34 y el décimo término es 76.
a) Halle el primer término y la diferencia comun.

b) La suma de los n primeros términos es mayor que 5000. Halle el menor valor posible de n.

a) u; =13 d="1 b) n =37

EJERCICIO 20 **x Medio IB - P1 Noviembre 2000

Calcule la suma de los términos positivos de la progresion aritmética 85,78, 71, ...

559

EJERCICIO 21 ** Medio IB - P2 TZ2 Mayo 2014

a) (i) Halle la suma de todos los numeros enteros comprendidos entre 10 y 200 que son divisibles entre 7.

(ii) Exprese la suma anterior utilizando notacion de sumatoria. En una progresion aritmética, el primer término es 1000 y la diferencia
comun es —6. La suma de los n primeros términos de esta progresién es negativa.

b) Halle el menor valor de n.

27
a) ()2835 (i)Y (Tn+7)  b)n=335

n=1

EJERCICIO 22 ** Medio IB - P1 Noviembre 2003

Los cuatro primeros términos de una sucesion aritmética son 2, a — b, 2a + b+ 7y a — 3b, donde a y b son constantes. Halle a y b.

EJERCICIO 23 %% Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2007
Considere la progresién aritmética —6, 1, 8, 15, ...

Halle el menor numero de términos necesarios para que la suma de la serie sea mayor que 10.000.

n =55
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EJERCICIO 24 ** Medio IB - P2 TZ1 Mayo 2010

Calcule la suma de todos los numeros naturales de tres digitos no divisibles por 3.

Suma = 329 400

EJERCICIO 25 ** Medio IB - P2 TZO Noviembre 2011

En una progresion aritmética el primer término es 8 y la diferencia comun es 1 Sabiendo que la suma de los 2n primeros términos es
igual a la suma de los siguientes n términos, halle n.

n =63

EJERCICIO 26 ** Medio IB - P1 TZ1 Mayo 2009

Considere el conjunto de numeros a, 2a, 3a, ..., na, donde a y n son enteros positivos.
- - . ) a(n+1)

(i) Compruebe que la expresion para la media de este conjunto es -

(ii) Sea a = 4. Calcule el minimo valor de n para el cual la suma de esos nimeros supera a la media en 100.

n(n+ 1)
2

. 1 1 1 -
, luego la mediaes — - a n(n; ) = a(n; ). (i)n=28
n

(i) Lasumaesa(l+2+---+n)=a

EJERCICIO 27 ** Medio IB - P2 TZ0 Noviembre 2012

Halle la suma de todos los multiplos de 3 comprendidos entre 100 y 500.

Suma = 39900

EJERCICIO 28 ** Medio IB - P1 Noviembre 1996

Calcule la suma de todos los nimeros enteros entre 200 y 500 que son divisibles por 7.

Suma = 15050

EJERCICIO 29 ** Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2019

En una progresion aritmética la suma de los términos 3° y 8° es igual a 1. Sabiendo que la suma de los siete primeros términos es 35,
determine el primer término y la diferencia comun.

EJERCICIO 30 ** Medio IB - P2 TZ1 Mayo 2018

El tercer término de una progresion aritmética es 1407 y el décimo término es 1183.
a) Encuentre el primer término y la diferencia comun de la progresion.

b) Calcule el numero de términos positivos en la progresion.

a) d=-32 u; = 1471 b) Hay 46 términos positivos
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EJERCICIO 31 ** Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2016

Considere el desarrollo de (1 + z)" en potencias ascendentes de z, donde n > 3.

a) Escriba los cuatro primeros términos del desarrollo. Los coeficientes de los términos segundo, tercero y cuarto del desarrollo son
términos consecutivos de una progresion aritmética.

b) (i) Muestre que n® — 9n? + 14n = 0.

(ii) A partir de lo anterior, halle el valor de n.

o ()W) wumes

-1 -2
b) i) Por ser consecutivos de una progresion aritmética, 2(2) = (?) + <§) esdecir,n(n—1)=n+ %; al simplificar

resulta n® — 9n? + 14n = 0.

EJERCICIO 32 ** Medio IB - P2 Mayo 1999

La razon entre el quinto término y el duodécimo término de una progresion aritmética es 1% Si cada término de esta progresion

es positivo, y el producto del primer término y el tercer término es 32, encuentre la suma de los primeros 100 términos de
esta progresion.

S100 = 10300

EJERCICIO 33 **x Medio IB - P1 TZ0® Noviembre 2016

La suma de los n primeros términos de una progresién {u,} viene dada por S,, = 3n? — 2n, donde n € Z*.
a) Escriba el valor de u;.

b) Halle el valor de ug.

c) Demuestre que {u,} es una progresién aritmética, indicando claramente cudl es la diferencia de la progresion.

a) u =1 b)u6:31 C)d:6

c) Paran>2 u,=S,—S,1=6n—25,ytambién vale paran = 1; como u,,; — u,, = 6 €s constante, es una progresion aritmética
de diferencia d = 6.

EJERCICIO 34 ** Medio IB - P2 TZ1 Mayo 2004

Encontrar una expresion para la suma de los primeros 35 términos de la serie

lnm2+lnx—2+lnm—2+lnm—2+
Y y? o

mm
dando su respuesta en la forma In y—" donde m,n € N,
70
T
535:ln<—>
y595
EJERCICIO 35 **x Medio IB - P2 TZ2 Mayo 2021

En una progresion aritmética, el primer término es 60 y la diferencia comun es —2,5.

a) Sabiendo que el término k-ésimo de la progresion es cero, halle el valor de k. Sea S, la suma de los n primeros términos de
la progresion.

b) Halle el valor maximo de S,,.

a) k=25 b) Valor méximo de S,, = 750

Clases de matematicas online y en Aldaia - 626 09 20 80 - ecuacionganadora.com 23/35



Ecuacion Ganadora Tel. 626 09 20 80

EJERCICIO 36 ** Medio IB - P1 TZ1 Mayo 2021

Considere la progresion aritmética ug = Sg = 8. Calcule el valor del primer término, uy, y el valor de la diferencia comun, d.

EJERCICIO 37 *kx Dificil IB - P1 TZ1 Mayo 2013

1 1 1
logy 2’ loggz’ loggya’ logpgax’

Los primeros términos de una progresion aritmética son

Calcule z si la suma de los 20 primeros términos de la progresién es igual a 100.

z =16

. / .
PTOgI‘CSlOT’l@S geometrlcas

EJERCICIO 38 * Bésico IB - P1 Mayo 2001

El término n-simo, u,,, de una progresion geométrica viene dado por u,, = 3(4)"*!, n € Z*.
a) Calcule larazén comun r.

b) Calcule S,, la suma de los n primeros términos de la progresion.

a) r=4 Db)S,=164"—1)

EJERCICIO 39 ** Medio IB - P2 TZO Noviembre 2008

Una progresion geométrica tiene como primer término 2 y la razén comun es 1,05. Halle el valor del menor de los términos mayores
de 500.

U115 — 520,7

EJERCICIO 40 **x Medio IB - P1 TZ0 Noviembre 2013

La suma de los dos primeros términos de una serie geométrica es igual a 10, mientras que la suma de los cuatro primeros términos es
igual a 30.

a) Compruebe que la razén comun r satisface r? = 2.

b) Sabiendo que r = /2,

(i) Halle el primer término.

(ii) Halle la suma de los diez primeros términos.

10
b i)a= i) S10 = 310
) (i) Y (ii) S1o
EJERCICIO 41 *x%*x Medio IB - P1 TZO Noviembre 2007

Los términos primero y cuarto de una serie geométrica son, respectivamente, 18 y —3 Halle:

a) la suma de los n primeros términos de la serie.

b) la suma de los infinitos términos de la serie.

a) S,=-2 KJ) 71] b)Soo:22—7
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EJERCICIO 42 #x Medio IB - P2 TZ2 Mayo 2019

Suponga que u; es el primer término de una serie geométrica de razén r. Demuestre mediante induccion matematica que la suma de
u (1—7")

los n primeros términos, S,, viene dada por S, = 1

,donden € Z*.

Paso inductivo (la hipétesis es que la formula vale para n = k):

uy (1 —rk) voow (=P furf(1—7)  wy — et et — ettt g (1Y)
Ski1 = Sk +Upy1 = —————= +wr’ = = =
1—7r 1—r 1—r 1—r
ui(1—r)
Caso base: paran =1, 51=u1=17-
bl
EJERCICIO 43 **x Medio IB - P2 TZ0 Noviembre 2012

Una barra de metal de 1 metro de longitud se corta en 10 piezas, cuyas longitudes forman una progresion geométrica. La pieza mas
larga tiene una longitud igual a 8 veces la longitud de la pieza mas corta. Halle la longitud de la pieza mas corta, redondeando al
milimetro mas cercano.

29 milimetros

EJERCICIO 44 ** Medio IB - P2 TZ0 Noviembre 2018

Considere una progresion geométrica donde el primer término es 4 y el cuarto término es —2,916.
a) Halle la razén comun de esta progresion.

b) Halle la suma de los infinitos términos de esta progresion.

a) r=-09 b) Se = 2,11

EJERCICIO 45 ** Medio IB - P2 TZO Noviembre 2022

Sea una progresion geométrica donde el primer término es 50 y el cuarto término es 86,4. Sea S,, la suma de los n primeros términos
de la progresion. Halle el valor mas pequeno de n para el cual S,, > 33500.

Paran =27, S, > 33500

EJERCICIO 46 #x% Dificil IB - P2 TzO Noviembre 2011

Si ay, as, a3, ... son términos de una progresion geométrica de razéon comun r # 1, utilice la inducciéon matematica para comprobar que

aZ1—-7r)(1-r"
(al—a2)2+(az—03)2+(as—a4)2+-..+(an—an+1)2 = %(r)

Paso inductivo (la hipotesis es que la férmula vale para n = k):

a¥(l-r) (177“2’“) k+1)2 _ a}(l1-r) (177'2’“) +a?r? (1 —r)2(1+7) _ai(l-r) [17T2’“+r2k(177“2)} a}(1-r) (177'21”2)

+ (alrk —ar

1+7r 1+7r 1+r 1+r
al(l—-7)(1—r?
Caso base: paran =1, (a; — a3)? = a?(1 —r)* = %()
T

AT Ny I
Suma ll’lﬁl’llta de una pI'OgI'GSIOH geometrlca
EJERCICIO 47 * Béasico IB - P1 TZ1 Mayo 2012

. o0 1 T
Calcule el valor de k si Zk (§> =7
r=1

k=14
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EJERCICIO 48 *x* Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2008

a) Halle la suma de los infinitos términos de la progresion geométrica: 27; —9; 3; —1;...
b) Utilice la induccién matematica para demostrar que para todo n € Z" se cumple
1 . T
atartar’ 4. 4ar" = al=r")
1—7r

81
4
b) Se supone cierta la formula para n = k y se suma el término siguiente:

a) S, =

a(l —rk) v a(l—r")tarf(1—r) a—ar*t a1 —rkt)
— far’ = = =
1—7r =g 1—7r 1—7r
EJERCICIO 49 * % Medio IB - P2 TZ2 Mayo 2012

Cada vez que una pelota bota, alcanza un 95% de la altura lograda en el bote anterior. Inicialmente la pelota se deja caer desde una
altura de 4 metros.

a) ¢Qué altura alcanza la pelota después del cuarto bote?
b) ;Cuantas veces bota la pelota antes de que ya no alcance una altura de 1 metro?

c) ¢Cudl es la distancia total que recorre la pelota?

a) 3,26m b) n = 28 c) 156 m

EJERCICIO 50 * % Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2013

En una progresion geométrica, el primer término es a, la razén comun es r y la suma de los infinitos términos es igual a 76. En una
segunda progresion geométrica, el primer término es a, la razén comun es r° y la suma de los infinitos términos es igual a 36. Halle 7.

EJERCICIO 51 ** Medio IB - P1 Noviembre 2000

. o g 27 . A . .
La suma de una serie geométrica infinita es EX y la suma de los tres primeros términos es 13. Calcule el primer término.

’LL1:9
EJERCICIO 52 **x Medio IB - P1 Noviembre 2001
2 3
. . PP 2z 2z 2x
Considere la serie geométrica infinita 1 + (?) + (?> + <?> +...
a) ¢Para qué valores de z la serie es convergente?
b) Calcule la suma de la serie siz = 1,2.
a) <z< 3 b) Soo =5
_tcz< = =
2 2 °°
EJERCICIO 53 **x Medio IB - P1 Mayo 2003

Una sucesién geométrica tiene todos sus términos positivos. La suma de los dos primeros términos es 15 y la suma de los infinitos
términos de la sucesién es 27. Halle el valor de:

a) larazon comun.

b) el primer término

wi N

a) r b)u; =9
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EJERCICIO 54 *x* Medio IB - P1 TZ1 Mayo 2004

Una progresion geomeétrica tiene una razén comun negativa. La suma de los dos primeros términos es 6. La suma infinita es 8. Calcule
la razén comun y el primer término.

u1:12

N | =

EJERCICIO 55 ** Medio IB - P1 TZO Noviembre 2006

La suma infinita de una serie geométrica es 32. La suma de los cuatro primeros términos es 30 y todos los términos son positivos.
Halle la diferencia entre la suma infinita y la suma de los ocho primeros términos.

1
Soo*58:§
EJERCICIO 56 % Medio IB - P1 TZ1 Mayo 2007
o0
Una serie geométrica infinita esta dada por ) ~ 2(4 — 32)".
k=1

a) Calcule los valores de z para los cuales la serie tenga suma finita.

b) Paraz = 1,2, calcule el minimo numero de términos necesarios para que la suma sea mayor que 1,328.

a) 1<m<§ b)n=17

EJERCICIO 57 ** Medio IB - P2 TZ0 Noviembre 2011

o] n
. ) 2z . e
a) Halle el conjunto de valores de z para los cuales la serie E <m> tiene una suma infinita.

n=1

b) A partir de lo anterior, halle dicha suma, en funcién de z.

1
a) —§<z<1 b) Seo =

EJERCICIO 58 ** Medio IB - P2 TZ2 Mayo 2016

La suma del segundo y el tercer término de una progresién geométrica es igual a 96. La suma de los infinitos términos de esta
progresion es igual a 500. Halle los posibles valores de la razén comun, r.

r = 0,885 r=0,2

EJERCICIO 59 *%*x Medio IB - P2 Mayo 1997

Una pelota de goma se deja caer desde una altura de 81 metros. Cada vez que golpea el suelo, rebota a dos tercios de la distancia
desde la que ha caido.

a) Encuentre la altura maxima de la pelota entre el quinto rebote y el sexto rebote.

b) Cual es el total de la distancia recorrida por la pelota desde cuando se deja caer hasta el momento en que golpea el suelo por
sexta vez?

c) Supongamos que la pelota continda botando indefinidamente. Cual es la distancia total recorrida por la pelota?

a) Altura de la pelota entre el 5° y el 6° bote: 3—32 metros b) Distancia = 362,3 metros c) Distancia total = 405 metros
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EJERCICIO 60 ** Medio IB - P1 TZ1 Mayo 2008

La razon comun de los términos en una serie geométrica es 2°.
a) Indique el conjunto de valores de z para los cuales existe la suma a infinito de la serie.

b) Si el primer término de la serie es 35, hallar el valor de z para el cual la suma infinita es 40.

a) —oco<z<0 b)z=-3

EJERCICIO 61 **x Medio IB - P2 TZ0 Noviembre 2021
La suma de los primeros n términos de una progresién geométrica viene dada por
n T
2 (7
5-3:3-(5)
r=1
a) Encuentre el primer término de la progresion, u;.
b) Calcule S.

c) Calcule el menor valor de n para el que Sy, — S, < 0,001.

7 14
a) u;=— b) S = — c)n =264
) =3 BSx=% O
EJERCICIO 62 *kxkx Dificil IB - P2 TZ2 Mayo 2010

Un circulo de 2 cm de radio se divide en un numero infinito de sectores circulares. Las areas de estos sectores circulares forman una
progresion geométrica, de razén comun igual a k. El &ngulo del primer sector circular es igual a 0 radianes.

a) Compruebe que 6 = 27(1 — k).

b) El perimetro del tercer sector circular mide la mitad que el perimetro del primer sector circular. Halle el valor de k y de 6.
2 260

a) A1:29,A2:20k7A3:20k7... Soo:47'l':m

b) P =4+20, P,=4+20k, P, =4+20k2,... k=0,456 0 =342rad

Nota: /a solucion del libro da k = 0,46 y 0 = 3,39 rad, pero 6 = 3,39 sale de sustituir el valor de k ya redondeado,; con el valor exacto
k =0,4557. .. resuita @ = 2n(1 — k) = 3,42 rad.

EJERCICIO 63 *kx Dificil IB - P1 TZO Noviembre 2010

La suma, S, de los n primeros términos de una progresion geomeétrica, cuyo término n-ésimo es u,, viene dada por S, =

donde a > 0.

a) Halle una expresién para u,.

b) Halle el primer término y la razén comun de la progresion.

c) Considere la suma de los infinitos términos de la progresién.

(i) Determine los valores de a para los cuales existe la suma de los infinitos términos de la progresién.

(ii) Halle la suma de los infinitos términos, cuando esta suma existe.

a) Un:77a~(g)"71 b)u1:7ia r=

c) (0<a<T7 (i) Seo = 1
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Progresiones aritmeticas y geométricas ala vez

EJERCICIO 64 **x Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2005

La suma de los n primeros términos de una progresion aritmética {u,} viene dada por la expresion S,, = 4n? — 2n. Tres términos de
esta progresion, us, u,, Y usz, SON términos consecutivos de una progresion geométrica. Halle m.

m="17

EJERCICIO 65 %% Medio IB - P1 TZO Noviembre 2009
a) Lasuma de los seis primeros términos de una serie aritmética es igual a 81. La suma de los once primeros términos es igual a
231. Halle el primer término y la diferencia comun.

b) La suma de los dos primeros términos de una serie geométrica es igual a 1, mientras que la suma de los cuatro primeros términos
es igual a 5. Sabiendo que todos sus términos son positivos, Halle el primer término y la razén comun.

c) Eltérmino r-ésimo de una nueva serie se define como el producto del término r-ésimo de la serie aritmética y el término r-ésimo
de la serie geométrica anteriormente mencionadas. Compruebe que el término r-ésimo de esta nueva serie es (r + 1) - 2" 1.

a) d=3 u =6
1
b =2 = =
) r w =z
1
c) [6+(r71)-3]-§-2T’1:(T+1)~2T’1

EJERCICIO 66 % Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2011

En una progresion aritmética, el primer término es a y la diferencia comun es igual a d, d # 0. Los términos 3°, 4° y 7° de esta
progresion aritmética son los tres primeros términos de una progresion geométrica.

3
a) Compruebe que a = _§d'
b) Compruebe que el 4° término de la progresion geométrica es el término 16° de la progresion aritmética.

a+3d a+6d 3d
= - a=——
a+2d a+3d 2

a)

. . o 27d
b) La geométrica es de razén r = 3. Su 4° término es -

EJERCICIO 67 ** Medio IB - P2 TZ2 Mayo 2013

En la progresion aritmética {u,, : n € Z}, el primer término es u; = 1,6 y la diferencia comun es d = 1,5. En la progresion geométrica
{vn : n € Z}, el primer término es v; =3y larazéones r = 1,2.

a) Halle una expresion para u, — v, en funcién de n.
b) Determine el conjunto de valores de n para los cuales u,, > v,.

c) Determine el mayor valor de u, — v,. Dé la respuesta con una aproximacion de cuatro cifras significativas.

a) u,—v,=01+15n-3-12""1 b) n=3,4,5,6,7,8,9 c) uy — vy = 1,642 es el mayor valor.

EJERCICIO 68 ** Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2004

Los tres términos a, 1, b estan en progresion aritmética. Los tres términos 1, a, b estan en progresion geométrica. Halle el valor de a y
de b, sabiendo que a # b.
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EJERCICIO 69 ** Medio IB - P1 TZ1 Mayo 2011

., I P 81
En una progresion geométrica uy, u2, us,... u; = 27y su suma infinita es 5

a) Encuentre la razéon comun de la progresion geométrica.

Una progresion aritmética vy, va, vs,...,... €stal que v = us Y v4 = uy.
N

b) Hallar el mayor valor de N tal que » v, > 0.
n=1

1
= = N =
a) r 3 b) 7

EJERCICIO 70 *% Medio IB - P1 TZ1 Mayo 2017

Una progresion aritmética u, ug, us, . . . tiene u; = 1y diferencia comun d # 0.
Sabiendo que us, ug y ug Son los primeros tres términos de una progresion geométrica.
a) Calcule el valor de d.

Sabiendo que uy = —15

N
b) Determine el valor de Z Uy

r=1

N
a) d=-2 b) Y u, = —63
r=1

EJERCICIO 71 % Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2017

Los términos 1°, 4° y 8° de una progresion aritmética cuya diferencia comun es d, d # 0, son los tres primeros términos de una
progresion geométrica cuya razén comun es r.

Sabiendo que el 1°" término de ambas progresiones es 9, halle

a) elvalorded

b) el valorder.

4
_ b)r— =
a) d=1 )r s

EJERCICIO 72 **x Medio IB - P1 Mayo 1998

El primero, el segundo y el n-ésimo términos de una progresion aritmética son 2, 6 y 58 respectivamente.

a) Calcule el valor de n.

b) Para ese valor de n, calcule el valor exacto de la suma de los n términos de una progresién geométrica cuyo primer término es 2

. . 1
y la razén comun es 2

32767

=1l b = —
a) n 5 ) Sis 8192
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EJERCICIO 73 *xx Dificil IB - P2 Noviembre 1997

a) Compruebe que p = 2 es solucién de la ecuacion p® + p®> — 5p — 2 = 0.

b) Halle los valores de a y de b para los cuales se cumple: p® + p* — 5p — 2 = (p — 2)(p* + ap + b).
c) A partir de lo anterior, halle las otras dos raices de la ecuacion p? + p?> — 5p — 2 = 0.

d) La diferencia comun de una progresion aritmética es igual a p. Por otro lado, la razén comun de una progresion geométrica es
también igual a p. El primer término de ambas progresiones es 1.

(i) Escriba, en funcion de p, los cuatro primeros términos de cada progresion.

(ii) Sila suma del tercer y del cuarto término de la progresion aritmética es igual a la suma del tercer y del cuarto término de la
geométrica, halle los tres posibles valores de p.

(iii) ¢Para qué valor de p, de los obtenidos en el apartado (d)(ii), existe la suma de los infinitos términos de la progresién geométrica?

(iv) Para ese mismo valor de p, halle la suma de los 20 primeros términos de la progresién aritmética, expresando la respuesta en la
forma a + by/c, donde a,b,c € Z.

a) 224+22-5.2-2=0
b) a=3 b=1

—3++/5

c) p=—
2

d) (i) Progresion aritmética: 1, 1+ p, 1+ 2p, 1+ 3p. Progresion geométrica: 1, p, p?, p°.
- —3+45
(M) p=2yp=—7—
(i) Su existe parap = +\/_
(iv) Sy = —265+ 9515
EJERCICIO 74 #x% Dificil IB - P2 TzO Noviembre 2014

El séptimo, el tercer y el primer término de una progresién aritmética constituyen los tres primeros términos de una progresion
geométrica. En la progresion aritmética, el primer término es a y la diferencia comun, no nula, es d.

a) Muestre qued = 3 El séptimo término de la progresion aritmética es 3. La suma de los n primeros términos de la progresién
aritmética supera a la suma de los n primeros términos de la progresion geométrica por al menos 200.

b) Halle el menos valor de n para el cual sucede esto.

a+2d a
= ded
a) =164 a+2dse educe (a)
b) ObtenemOSaf3 d73 r*l n =32
741 781 72y - .
EJERCICIO 75 **xkx Dificil IB - P2 TZ1 Mayo 2005

Los tres primeros términos de una progresion geométrica son el primero, el decimoprimero y el decimosexto términos de una
progresion aritmética. Todos los términos de la progresion geométrica son diferentes. La suma infinita de la progresién geométrica es
18.

a) Calcule la razén comun de la progresién geométrica.

b) Calcule la diferencia comun de la progresion aritmética.
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EJERCICIO 76 **xx Dificil IB - P1 TZ2 Mayo 2015

La ecuacion cubica z? + pz? + gz + ¢ = 0, tiene por raices q, 3, 7. Desarrollando (z — a)(z — 8)(z — ), muestre que:
a) (lp=—(a+pB+7)

(i) g=aB+py+ya

(iii) ¢ = —apBy Ahora se sabe que p = —6 y ¢ = 18 para los apartados (b) y (c).

b) (i) En el caso en que las tres raices «, 8, v forman una progresion aritmética, muestre que una de las raices es 2.
(ii) A partir de lo anterior, determine el valor de c.

c) Enotro caso, las tres raices «, 3, v forman una progresién geométrica. Determine el valor de c.

b) (i) c=-20 (c) e=—-27

(@) (z—a)(z—PB)(z—7) =2~ (a+B+7)2>+ (aB + By + ya)z — aBy y se identifican coeficientes. (b)(i) Si las raices sonm — d, m,
m + d, entonces —p=3m =6 ym = 2.

EJERCICIO 77 *k*x Dificil IB - P1 TZ2 Mayo 2018

La progresion geométrica u;, us, us, . . . tiene razén comun r.

Considere la progresion A = {a,, = logy|u,|: n € Z*}.

a) Muestre que A es una progresion aritmética, e indique cual es la diferencia comun, d, en funcién de r.
En una progresion geométrica en particular, u; = 3 y la suma de los infinitos términos es igual a 4.

b) Halle el valor de d.

a) d=log,|r| b)d=-2

EJERCICIO 78 *%% Dificil IB - P1 TzO Noviembre 2015
Una funcion polinémica viene dada por f(z) = ag + a1z + asx? + ... + apz™.
Las raices de la ecuacion polinémica f(z) = 0 son términos consecutivos de una progresién geométrica cuya razén comun es igual a

% y cuyo primer término es 2. Sabiendo que a,,_; = —63 Y a,, = 16, halle

a) el grado del polinomio;

b) el valor de a,.

a) n=6 b)a0:3—2
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EJERCICIO 79 **x*x Dificil IB - P1 TZ1 Mayo 2015

Sea {u,}, n € Z*, una sucesion aritmética con primer término igual a a y diferencia comun d, donde d # 0. Sea otra sucesion {v,},
n € Z*, definida por v, = 2%.
. Unt1
a) (i) Demuestre que —— es una constante.
Up,

(ii) Escriba el primer término de la sucesion {v,}.
(iii) Escriba una férmula para v, en funcion de a, d y n. Sea S,, la suma de los primeros n términos de la sucesion {v,}.

b) (i) Escriba S,, en funcién de a, d y n.
(ii) Halle los valores de d para los cuales Z”i existe. Se sabe ahora que Z v; existe y se denota por S..
i=1 i=1

(iii) Escriba S, en funcion de ay d.
(iv) Sabiendo que S, = 2¢+! calcule el valor de d. Sea {w,}, n € Z*, una sucesién geométrica con primer término igual a p y una
razén comun g, donde p y g son ambos mayores que cero. Sea ahora otra sucesion {z,} que se define por z, = Inw,.

n
c) Calcule Zzi' dando su respuesta en la forma Ink con k en funcionde n, py q.
i=1

a) i)l —od ii) v, = 2 iii) v, — 2¢+(-1)d
Un
2° (2m — 1) 90

b) i)S, = — i)d<0 i) Se = iv)d=—1
) o ) ) S0 = == )

@ (n—1)
¢ Y z=mh (p”-qT)

i=1
EJERCICIO 80 *x%xx Dificil IB - P1 TZ1 Mayo 2022

. . 1
Considere la serielnz + plnz + glnm +...dondezeR,z>1ypeR, p#0.
a) Considere el caso donde la serie es geométrica.

1
i) Muestre que p = £+—.
(i que p 73
(i) Sabiendo que p > 0y So = 3 ++/3, calcule el valor de z.

b) Ahora considere el caso donde la serie es aritmética con diferencia comun d.
. 2
(i) Muestre quep = 3
(ii) Escriba d en la forma klnz, donde k € Q.

(iii) La suma de los primeros n términos de la serie es —3Inz. Calcule el valor de n.

Inz ilng
a) i) Sies geométrica, PRT _3

= 2
Inz plhnz

. ) 1 .
, es decir, p° = 3 ijz=e

1 2 1
b) i) Sies aritmética, 2plnz =Inz + §ln z, es decir, p = 3 i) d = -3 Inz iiyn=9

Interés compuesto, crecimiento y depreciacién

EJERCICIO 81 **x Medio IB - P1 TZ0® Noviembre 2006

Se invierte una suma de 100 ddlares.

a) Sielinterés se compone anualmente con una tasa de interés anual del 5 %, halle el valor total V de la inversion después de
20 anos.

b) Sielinterés se compone mensualmente con una tasa de interés mensual del 2 %, halle el nimero minimo de meses en el cual el

valor de la inversion superaa V.

a) V =265,3 dolares b) n = 235 meses
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EJERCICIO 82 ** Medio IB - P2 TZ1 Mayo 2022

En esta pregunta, de todas las respuestas aproximadas con dos cifras decimales. Sam invierte 1700 ddlares en una cuenta de
ahorros que paga una tasa de interés nominal anual de 2,74 % compuesto semestralmente. Sam no realiza mas pagos ni retiros de
esta cuenta.

a) Encuentra la cantidad que Sam tendra en su cuenta después de 10 anos. David también invierte 1700 dolares en una cuenta
de ahorros que paga una tasa de interés nominal del r %, compuesto anualmente. David no realiza mas pagos ni retiros de
esta cuenta.

b) Encuentre el valor de r requerido para que la cantidad en la cuenta de David después de 10 afhos sea igual a la cantidad en la
cuenta de Sam.

c) Calcula el interés que ganara David durante los 10 afos.

0,0274\ %
a) 1700 (1 + ’T) = 2231,71 ddlares b) r =276 % c) Interés = 531,71 dolares

10
Nota: la solucion del libro dar = 0,76 % (errata), pero 1700 (1 + 18—0) =2231,71 dar = 2,76 %.

EJERCICIO 83 *xx Dificil IB - P2 TZ1 Mayo 2018

Se sabe que la cantidad de peces en un lago determinado disminuira en un 7% cada afio, a menos que se agreguen algunos peces
nuevos. Al final de cada afio, se agregan 250 peces nuevos al lago. A principios de 2018, hay 2500 peces en el lago.

a) Muestre que habra aproximadamente 2645 peces en el lago a principios de 2020.

b) Encuentre el nimero aproximado de peces en el lago al inicio de 2042.

b) Numero de peces al comienzo del 2042 (aho 25) ~ 3384 peces
a) a principios de 2019 hay 2500 - 0,93 + 250 = 2575 y a principios de 2020 hay 2575 - 0,93 + 250 = 2644,75 ~ 2645.

EJERCICIO 84 *%x % Dificil IB - P2 TZO Noviembre 2017

Phil pide un préstamo bancario de 150000 ddlares para comprar una casa, a una tasa de interés anual del 3,5 %. El interés se calcula al
final de cada afio y se suma al monto pendiente.

a) Encuentre la cantidad que Phil le paga al banco después de 20 anos. De su respuesta al délar mas cercano. Para pagar el
préstamo, Phil hace depdsitos anuales de P ddlares al final de cada afio en una cuenta de ahorros, que paga una tasa de interés
anual del 2%. El hace su primer depdsito al final del primer afio después de pedir el préstamo.

(1,022 —1) P

(1,02 - 1)

c) Sabiendo que el objetivo de Phil es ser duefo de la casa después de 20 afos, calcule el valor de P al délar mas préximo. David

visita un banco diferente y consigue un deposito de @Q ddlares, a un interés anual del 2,8 %.

b) Muestre que el valor total de los ahorros de Phil después de 20 afos es

d) (i) David desea retirar 5000 ddlares al final de cada afio por un periodo de n afos. Muestre que una expresion para el valor
5000 5000 5000

1,028 * 1,0282 e 1,028"
(ii) Usando lo anterior o de cualquier manera, calcule el valor minimo de @ que le permitiria a David retirar cantidades anuales de
5000 ddlares indefinidamente. Muestre su respuesta al délar mas proximo.

minimo de Q es

a) Después de 20 afios Phil paga al banco: ~ 298468 ddlares c) P = 12284 dolares d) ii) Minimo valor de Q =
178571 ddlares

20
b) Los depositos forman una progresion geométrica de razon 1,02: P (1 + 1,02+ ...+ 1,02'%) = P %
d) i) Cada retirada de 5000 hecha al final del ano k requiere haber depositado hoy gl sumando para k = 1,...,n se obtiene

1,028
la expresion.
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EJERCICIO 85 **xx Dificil IB - P2 TZ0 Noviembre 2016

El dia que nacid, el 1 de enero de 1998, los abuelos de Mary invirtieron z dolares en una cuenta de ahorro. A partir de ese momento,

fueron depositando z ddlares todos los meses, el primer dia del mes. La cuenta ofrecia un tipo de interés fijo del 0,4 % mensual. El

interés se calculaba el ultimo dia de cada mes y se anadia a la cuenta. Sea A,, ddlares la cantidad que hay en la cuenta de Mary el

ultimo dia del mes n-ésimo, justo después de que se haya anadido el interés.

a) Halle una expresion para A; y muestre que A, = 1,0042z + 1,004z.

b) (i) Escriba una expresion similar para A; y otra para Ay.

(i) A partir de lo anterior, muestre que la cantidad que habia en la cuenta de Mary la vispera del dia que cumplié 10 afios viene dada
por 251 (1,004'* — 1) z.

c) Escriba, en funcién de z, una expresién para A, en la vispera del dia que Mary cumplié 18 afos, donde se muestre claramente el
valor de n.

d) Los abuelos de Mary querian que en su cuenta hubiera al menos 20000 ddlares la vispera del dia que cumpliera 18 anos.
Determine el valor minimo del depdsito mensual z ddlares que se requiere para conseguir este objetivo. Dé la respuesta
aproximando al numero entero de délares mas proximo.

e) Inmediatamente después de cumplir 18 afos, Mary decide invertir 15000 dolares de este dinero en una cuenta del mismo tipo,
obteniendo un 0,4 % de interés mensual. Todos los afios, retira 1000 dolares el dia de su cumpleafios, para comprarse un
obsequio. Determine cuanto tiempo transcurrira antes de que no quede dinero en la cuenta.

a) A; =1,004z; Ay = 1,004 (1,004z + z) = 1,004z + 1,004z
b) i) A3 = 1,004%z 41,0042z + 1,004z Ay = 1,004z 41,0043z + 1,004%z + 1,004z

1,004 (1,004 — 1)

M _ 2 120\ —
(i) Ao =z (1,004 + 1,004? 4 ... 4 1,004'*) =z 1.004 1

=251 (1,004'* — 1) z

c) Ay =251(1,004%6 —1) 2

d) El depdsito mensual debe ser de 59 ddlares. e) Cuando transcurran 28 aios ya no tendra dinero.
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