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Los numeros complejos amplian los reales con la unidad imaginaria i, que cumple i> = —1. Con ellos toda ecuacion
polindmica tiene solucion, y multiplicar se convierte en girar y estirar en el plano. Es uno de los temas mas propios
del Nivel Superior y aparece en todas las convocatorias, a menudo combinado con trigonometria, induccién

o polinomios.

Orden recomendado

Empieza por la forma binémica (operar como con polinomios), pasa a la forma polar y exponencial (moédulo y
argumento), aplica el teorema de De Moivre para potencias y raices, y termina con los polinomios con raices
complejas. Al final tienes los ejercicios de examenes del IB agrupados por tipo.
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APARTADO 1
. / . B
Forma bmomlca Yy 0perac10nes

IDEA CLAVE

Los numeros complejos amplian los reales para que toda ecuacién como
x> 4+ 1 = 0 tenga solucion. Se escriben z = a + bi y se operan como

expresiones algebraicas, recordando que i = —1. En el examen del IB
aparecen en la Prueba 1 (sumar, multiplicar, dividir, despejar z) y son la base
de las formas polar y exponencial que vienen después.

La unidad imaginaria

En los reales, 2> = —1 no tiene solucion, porque un cuadrado nunca es negativo. Se inventa entonces un numero
nuevo cuyo cuadrado sea —1.

DEFINICION - UNIDAD IMAGINARIA Y NUMERO COMPLEJO
La unidad imaginaria i es el nimero que cumple i> = —1 (se escribe i = v/—1).

Un numero complejo en forma bindmica es una expresion
z=a+bi cona,beR

a es la parte real, Re(z) = a, y b es la parte imaginaria, Im(z) = b. Observa que Im(z) es el nimero b, sin la i.
El conjunto de los complejos es C.

Sib=0,z=aesunnumeroreal asique R C C.Sia=0yb+#0, z=bi es un imaginario puro.
Con i, las ecuaciones de segundo grado con discriminante negativo ya se resuelven: si A < 0, entonces VA =

6+t+v—4
2

V—Ai. Por ejemplo, 22 — 6z +10 =0da z = =3+

Potencias de 2

Al multiplicar por ¢ sucesivamente, los resultados se repiten cada cuatro pasos:

PROPIEDAD - POTENCIAS DE =+

Paran € Z*, i" depende solo del resto de dividir n entre 4:

Restodenentre401 2 3

" 13-1—3

Es cierto porque i* = 1: ¢4+ = (§4)k 47 = ¢7.
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Igualdad y plano de Argand

DEFINICION - IGUALDAD DE COMPLEJOS

Dos complejos son iguales si tienen la misma parte real y la misma parte imaginaria:
at+bi=c+di < a=cyb=d

Esta propiedad es la herramienta para resolver ecuaciones: una igualdad entre complejos equivale a dos igualdades
entre reales.

Como un complejo son dos numeros (a, b), se dibuja como un punto del plano, llamado plano de Argand (o plano
complejo): el eje horizontal es el eje real y el vertical es el eje imaginario. El complejo z = a + bi es el punto (a,b), y
también se puede ver como el vector que va del origen a ese punto.

Alm
b z=a+ bi
>
O Re
-b
z¥=a — bi

Los reales quedan sobre el eje horizontal y los imaginarios puros sobre el vertical. Esta imagen sirve para interpretar
el conjugado (mas abajo) y, en el apartado siguiente, el médulo y el argumento.

Suma, resta y pI’OdUCtO

Seanz=a+biyw = c+ di.

DEFINICION - SUMA, RESTA Y PRODUCTO
z+xw=(atc)+ (bLtd)i
zw = (ac — bd) + (ad + be)i

No hace falta memorizar la formula del producto: se desarrolla como un producto de binomios y se sustituye > =
—1:

(a+ bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi* = (ac — bd) + (ad + be)i
Sumar es sumar vectores en el plano de Argand; el producto, en cambio, tiene un significado geométrico mas sutil
que veras con la forma polar.
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El conjugado y la division

DEFINICION - CONJUGADO

El conjugado de z = a + bi es z* = a — bi: se cambia el signo de la parte imaginaria. En el plano de Argand es
el punto simétrico de z respecto del eje real.

La clave es que, al multiplicar un complejo por su conjugado, desaparece la i:
22" = (a+bi)(a — bi) = a®> + b* = |z|?

donde |z| = Va? + b? es el mddulo de z (la distancia de z al origen). Es la misma idea que racionalizar un
denominador con raices.

METODO - DIVIDIR DOS COMPLEJOS

bi
1. Escribe el cociente at Z
c+di

2. Multiplica numerador y denominador por el conjugado del denominador, ¢ — di.
3. El denominador pasa a ser el numero real ¢? + d2.

4. Desarrolla el numerador, sustituye 2 = —1 y separa parte real y parte imaginaria.

a+bi  (a+bi)(c—di) ac+bd bc—ad .

c+di c? + d? R c2—|—d22

Tampoco hay que memorizar este resultado: se aplica el método cada vez.

Propiedades del conjugado

PROPIEDAD - PROPIEDADES DEL CONJUGADO
Para cualesquiera complejos z y w:
o (2*)r=2zy (—2)*=—2"
o (ztw) =z +w
o (zw)" =z*w".
Z\" Z
. (—) = —siw#0.
w w
o (") =(z*)"parancZ'.
o z+2*=2Re(2) y z— 2" = 2Im(z) .
e z=2*siysolosizesreal

En palabras: el conjugado de una operacion es la operacion de los conjugados. Cada propiedad se comprueba
escribiendo z = a + bi y w = ¢ + di y desarrollando los dos lados. Por ejemplo, para el producto: zw = (ac — bd) +
(ad 4+ be)iy z*w* = (a — bi)(c — di) = (ac — bd) — (ad + be)i, que es el conjugado de zw.
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Ecuaciones con complejos

METODO - RESOLVER UNA ECUACIOGN EN z (0 EN z Y 2%)

1. Si la ecuacion tiene una sola incognita z y no aparece z*, despeja z como en el algebra de siempre y
divide con el conjugado.

2. Si aparecen z*, |z| 0 z en varios sitios que no se pueden agrupar, escribe z =z + yi con z,y € R (y
2" =z — yi).

3. Desarrolla y agrupa en la forma (parte real) + (parte imaginaria) i en cada lado.

4. lguala partes reales y partes imaginarias: sale un sistema de dos ecuaciones reales en z e y.

5. Resuélvelo y escribe la solucién como z = z + yi. Si hay varias incégnitas complejas, repite con w =
P+ qi.

NOTA - COMPLEJOS EN LA CALCULADORA (CPG)

En la Prueba 2 la calculadora de pantalla grafica opera con numeros complejos: puedes sumar, multiplicar,
dividir, obtener el conjugado y el médulo, y resolver el sistema real que sale de una ecuacion. Usala para
comprobar el resultado, pero en la Prueba 1 (y en las preguntas que piden «muestre que» o justificar) debes
escribir el desarrollo a mano. Da siempre los valores exactos: % + 1—7072, no 0,1 + 0,7:.

Ra{Z Cuadrada de un Complejo

Todo complejo tiene dos raices cuadradas, una opuesta a la otra. Para hallarlas en forma bindmica se plantea (z +
yi)? = a + bi.

METODO - RAIZ CUADRADA DE a+bi
1. Escribe (z + yi)? = a + bi, con z,y € R.
2. Desarrolla: 2° — y* + 2zyi = a + bi.
3.lguala partes: 2> —y®> = a y 2zy = b.
4. Resuelve el sistema (en general, despejando y = % en la primera ecuacion, lo que da una ecuacion

bicuadrada en z) y quédate con los valores reales.
5. Las dos raices son £(z + yi).

Con numeros sencillos suele bastar probar enteros que cumplan 2zy = by 2 — y? = a. En un cociente o en una
ecuacion de segundo grado con coeficientes complejos, este paso es el que permite aplicar la férmula de z =
~-B+VA

24
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Ejemplos resueltos

EJEMPLO 1 * Béasico

Potencias, producto y cociente

a)
b)

c)

a)
b)

c)

Calcula %3,
Calcula (4 — 3i)(2 +4) y da su parte real y su parte imaginaria en la forma a + bs.

1+4+2¢

Escribe 3 en la forma a + bi.

Se divide el exponente entre 4: 103 = 4 - 25 + 3, asi que el resto es 3y i1% =43 = —.
Se desarrolla como un producto de binomios:
(4—3i)(2+4) =8+4i—6i—3°>=8—2i+3=11—2
Se multiplica por el conjugado del denominador, 3 + i:
1+2  (1+2)(3+4) 3+5+6i+22 147 1 7

3-i (3-9)(3+i)  9+1 0 10 10

EJEMPLO 2 * % Medio

Ecuaciones con z, con conjugado y raiz cuadrada

a)
b)

c)

a)

b)

c)

Halla el complejo z que cumple (1 + 2i)z =7 — i.
Halla el complejo z que cumple 2z + z* = 9 + 2i.

Halla las dos raices cuadradas de —5 + 121.

Se despeja z y se divide con el conjugado de 1 + 2i:
_7—i (7191 -2) T7-14i—i+2%® 5—15i
1+2 (1+29)(1 — 21) 5 5
Aparece z*, asi que se escribe z =z +yi y z* = & — yi:
2@+yi))+(zr—yi) =3z +yi=9+2

=1-3

z

Igualando partes real e imaginaria: 3z = 9y y = 2. Entonces z = 3 + 2i.
Se plantea (z + yi)? = —5 + 124, es decir, 22 — y? + 2zyi = —5 + 124
22— yz - _5
2y = 12
6 . , 36 o 2 A 6
De la segunda, y = —. Sustituyendo, z* — - = —5, es decir, z* + 52° — 36 = 0. Con u = x?: u® + bu — 36 =
x xr
0,de dondeyu =40u=—9. Comozesreal, u=22=4,luegoz =+2e y= 9 = +3. Las raices son
T
2+ 3¢ y —-2—-3
Comprobacion: (2+3i)2 =4+ 12 —9 = —5 + 12.

EJEMPLO 3 *x*x Dificil
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Un parémetro yun sistema con conjugados

3
a) Halla el valor real de p para que pz++ ’

sea un imaginario puro y escribe entonces ese numero.

b) Los complejos z y w cumplen
z+iw =245t
2+ 2w="T—-4

Halla z y w en la forma a + bi.

a) Sedivide con el conjugado de 2 + i:
p+3i  (p+3i)(2 1) _ 2p —pi+6i—3i*> (2p+3)+(6—p)i

2+1 5 5 N 5

Es un imaginario puro cuando la parte real es cero: 2p + 3 = 0, es decir, p = f;. El numero es entonces
6—(=3/2). 15/2 3.
5 1= 5 1= 5 1.
b) Seescribez=z+yiyw=p+gqiconz,y,p,qc R.Entonces 2* =z —yiyiw = pi+ qi® = —q + pi.

Primera ecuacion: (z — q) + (y +p) i = 2 + 54, luego
T—q=2, y+p=>5

Segunda ecuacion: (z — yi) + 2(p + ¢i) = (x + 2p) + (2¢ — y) ¢ = 7 — 44, luego

T+2p=171, 2q—y=-4
Se resuelve el sistema de cuatro ecuaciones. De la primera, x = 2 + q. De la tercera, 2 + q + 2p = 7, asi que
g =5—2p.Delasegunda, y =5 — p. En la cuarta: 2(5 — 2p) — (5 —p) = —4, es decir,5 —3p=—-4yp=3.
Entoncesg=-1,z=2+qg=1ey=5—p=2.
Portanto z =1+ 2i y w = 3 — 4. Comprobacion en la primera ecuacion: 1 +2i +i(3 —i) =1+2i+3i+ 1=
2 + 5.

En el examen: al tratar z* pasa siempre a = + yi y separa las partes real e imaginaria; cada igualdad de partes
es un resultado puntuable. Comprueba la solucion en las ecuaciones originales, porque un signo mal puesto
en z* cambia todo el sistema.

! -
Errores tipicos

ERROR TIPICO - CONFUNDIR Im(z) CON &

La parte imaginaria de z = 3 — 53 es —5, no —b3. Im(z) es siempre un nimero real. Del mismo modo, el
conjugado cambia el signo de b, no el de a: el conjugado de —2 + 4i es —2 — 44, N0 2 + 4.

ERROR TIPICO - OLVIDAR QUE 42=-1 AL MULTIPLICAR

En (2 + 34)(1 — i) hay que escribir 2 — 2i + 3i — 3i®> = 2 +i 4+ 3 = 5 4 4. El fallo tipico es dejar i? sin sustituir, o
escribir —3i> = —3 en vez de +3. Tras desarrollar, revisa que no quede ninguna i en la expresion final.

ERROR TIPICO - DIVIDIR SIN CONJUGAR, 0 CONJUGAR MAL

No se puede dejar ; en el denominador: —— no es una respuesta final. Hay que multiplicar arriba y abajo por
1

2—1
2 — 1y obtener = Otro error comun es multiplicar por —(2 + %) o por 2 + ¢, que no elimina la ¢ del
denominador; el conjugado cambia solo el signo de la parte imaginaria.
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Resumen

e 42 = —1. Las potencias de i se repiten cada 4: i, —1, —, 1; usa el resto de dividir el exponente entre 4.

e z=a+ bi: Re(z) = a, Im(z) = b (hUmeros reales). En el plano de Argand, z es el punto (a, b).

e lgualdad: a + bi = c+ di < a = cy b = d. Una ecuacion compleja equivale a un sistema de dos
ecuaciones reales.

e Suma y resta: parte a parte. Producto: se desarrolla y se sustituye i = —1.

e Conjugado z* = a — bi: z 2* = a® + b = |2|2. Para dividir, se multiplica numerador y denominador por el
conjugado del denominador.

» El conjugado respeta las operaciones: (z £ w)* = z* £ w*, (zw)* = z*w*, (z/w)* = z*/w*, (z")* = (z*)".

e Con z* en la ecuacion, escribe z = = + yi e iguala partes. La raiz cuadrada de a + bi sale de (z +
yi)?> = a +bi: 2 — y® = a, 22y = b.

Clases de matematicas online y en Aldaia - 626 09 20 80 - ecuacionganadora.com 9/93



Ecuacién Ganadora Tel. 626 09 20 80

APARTADO 2
Forma polar y exponencial

IDEA CLAVE

Un numero complejo se puede dar por sus coordenadas (a, b) o por su
distancia al origen y su direccion. La forma polar y la exponencial usan la
segunda descripcion, y con ella multiplicar y dividir se vuelve muy facil:

se multiplican (o dividen) las distancias y se suman (o restan) los angulos.
Es la base del teorema de De Moivre y de las raices, y sale en la Prueba 1
sin calculadora.

hdéduk)yzwgunuiwo

Piensa en z = a + bi como el punto (a, b) del plano de Argand (si no recuerdas la forma a + bi, repasala en forma
bindmica y operaciones). Ese punto queda fijado por dos datos: cuanto dista del origen y qué angulo forma su
segmento con el eje real positivo.

DEFINICION - MODULO Y ARGUMENTO

El médulo de z = a + bi es la distancia de z al origen:
|z| = r =+va%+ b2

Un argumento de z es cualquier angulo 6 (en radianes) que forme el segmento Oz con el eje real positivo,
medido en sentido antihorario. Se escribe arg z = 6. Los argumentos de un mismo numero se diferencian en
multiplos de 27; el argumento principal es el Unico que cae en | — 7, 7|, y es el que se pide salvo que se diga
otra cosa.

S

El tridngulo rectangulo de la figura da las relaciones de paso entre (a,b) y (r,6):
b
a =rcosé, b=rsinb, tanf = — (a # 0)
a

El nimero 0 tiene mddulo 0 y no tiene argumento (no apunta a ninguna parte).

Dos consecuencias rapidas del dibujo: el conjugado z* es el simétrico respecto al eje real, asi que |z*| = |z]| y
arg z* = —arg z; Y —z esta en la direccidn contraria, con el mismo médulo y argumento arg z + .
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Cuidado con el cuadrante

La ecuacion tanf = aﬁ tiene dos soluciones en cada vuelta, separadas , y la tecla arctan solo devuelve la que esta

en | — Z, %[, es decir, la de los cuadrantes primero y cuarto (a > 0). Si a < 0 hay que corregir. Lo mas seguro es

dibujar el punto y trabajar con el angulo agudo de referencia.
METODO - ARGUMENTO PRINCIPAL DE z=a+bi

1. Dibuja (aunque sea a mano alzada) el punto (a, b) y di en qué cuadrante esta.

a

2. Calcula el angulo de referencia a = arctan |—|, que es agudo.

3. Segun el cuadrante:

o 1°(a>0,b>0):0=cq.
2°(a<0,b>0:0=m—q.
329(e<0,b<0):0=—(r—a)=a—m.
4°(a>0,b<0):0=—a.

[e]

o

o

4. Si el punto esta sobre un eje no hace falta calcular nada: 6 = 0 (real positivo), 7 (imaginario positivo), =
(real negativo), —% (imaginario negativo).

Comprobacion util: el signo de sin 8 debe coincidir con el de by el de cos @ con el de a.

Forma pO]élI' y forma exponencia]

Sustituyendo a = rcosf y b = rsinf en z = a + bi y sacando factor comun r:

DEFINICION - FORMA POLAR (MODULO-ARGUMENTAL)
z=r(cosf + isinf) = rcisf

donde r = |z| > 0y § = arg z. Es solo una abreviatura: cis 8 significa cos 8 + i sin 6.

Existe una tercera escritura, todavia mas compacta, que se apoya en la formula de Euler:

0

e = cosf +isinf

Por ahora témala como una definicidén de lo que significa elevar e a un exponente imaginario (en cursos mas

avanzados se demuestra con series). Lo importante es que obedece las reglas de las potencias, y eso explica por
qué los argumentos se suman al multiplicar, como veremos enseguida.

DEFINICIGN - FORMA EXPONENCIAL

conr = |z| y 8 = arg z en radianes.

Las tres formas describen el mismo numero. Por ejemplo, z = 2cis § = 2¢i™/3 = 1 + /3. Dos casos que conviene
saber de memoria: €™ = —1y /2 = j.

METODO - PASAR DE UNA FORMA A OTRA

« De binémica a polar o exponencial: calcula r = v/a2 + b2, halla § con el método del cuadrante y
escribe rcis§ o re'.

* De polar o exponencial a bindmica: calcula cos @ y sin § (valores exactos si el angulo es notable) y
multiplica: a = rcos 8, b = rsin 6.
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NOTA - CALCULADORA

En la Prueba 2 la calculadora de pantalla grafica (CPG) puede dar el médulo y el argumento de un complejo y
pasar entre las formas binédmica y polar; comprueba antes si esta en radianes o en grados. Usala para
verificar, pero en la Prueba 1 hay que saber hacerlo a mano, y con valores exactos: escribe %" no 2,36,
cuando el angulo sea notable.

Producto y cociente en forma polar

En forma binédmica multiplicar obliga a desarrollar y agrupar. En forma polar es casi inmediato. Sean z = r; cis0; y

w = 7y Cis Oy:

TEOREMA - PRODUCTO Y COCIENTE EN FORMA POLAR

ZW = T1T9 CiS((91 aF 92) % = ; CiS(91 — 92) (w 7é 0)
2

Dicho con médulos y argumentos: |zw| = |z||w|, arg(zw) = arg z + argw, i\ = ‘J;ll yarg Z = argz — argw

(salvo multiplos de 27).

Por qué. Al multiplicar los paréntesis aparecen las identidades de suma de angulos:

2w = r172(cos 01 + isin ;) (cos By + isin )
=Ty [(cos 01 cos @y — sin 6 sin 03) + i(sin 61 cos Oy + cos 0 sin 92)]
=117y [cos(61 + 02) + isin(6; + 65)]

En forma exponencial el resultado es la regla de las potencias de siempre: rie? . poei® = piry ei("l“’”, y el cociente
resta los exponentes. Para el cociente se razona igual, o se usa que dividir es multiplicar por el inverso, que tiene
modulo £ y argumento —4.

Después de operar, el angulo puede salirse del intervalo | — 7, 7]: suma o resta 27 hasta que entre. Es el mismo
numero, solo que escrito con su argumento principal.

o/ 4 .
Interpretac10n geometrlca
Multiplicar por w = 75 cis 65 hace dos cosas a la vez sobre cualquier punto z:

» lo estira (0 encoge) multiplicando su distancia al origen por rs;
e lo gira un angulo 6, alrededor del origen, en sentido antihorario si 6 > 0.

Alm

O

Casos particulares que se usan muchisimo:
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Multiplicar por Efecto

i=cis % giro de 90° (no cambia el médulo)
—1=cism giro de 180°

cis @ (mddulo 1) giro puro de angulo 4

k > 0O real estiramiento de razon k, sin giro

Dividir por w hace lo contrario: encoge por s y gira —6,.

Ejemplos resueltos

EJEMPLO 1 * Bésico

Pasar de binomica a polar y al reves

Escribe en forma polar r cis 6, con el argumento principal en radianes y valores exactos:
a) z = -3+ 3.

b) 2= -2V3 - 2.

c) z3=—Ti.

d) Pasaz; =6cis %ﬂ a forma bindmica.

a) Elpunto (—3,3) estaenel 2.°cuadrante.r = v/9+9 = 3v/2. El angulo de referencia es a = arctan |%3| =

Z, yenel2.°cuadrante § = — T = 3 Asi, 21 = 3v/2cis .

b) Elpunto (—2+/3,—2) esta en el 3.° cuadrante. r = /12 + 4 = 4. Angulo de referencia: a = arctan 2% =

arctan %& = Z.Enel3.°cuadrante, § = £ —m = —3 que estd en | — 7, w]. Asi, zp = 4cis (—5F).
c) Esta sobre el eje imaginario negativo: r = 7y § = —7. Entonces z3 = 7cis (—g)

d) Z4=6(cos2?“+isin2?”) :6(—%4—3?2') = -3+ 33i.

EJEMPLO 2 * % Medio

Producto y cociente de dos Complej oS
Sean z = 4€*™/4 y = 22m/3,
a) Calcula zw en forma exponencial con el argumento principal.

b) Calcula — en forma exponencial con el argumento principal.
w

a) Se multiplican los médulos y se suman los argumentos:
aw =426 (FHF) = g

Como X > 7, se resta 2 para llevarlo a ] — m, 7:

177 177 — 247 s _1m;
— 2r=————=—— = zw=28e T
12 12 12
b) Se dividen los médulos y se restan los argumentos:
z = éei(%f%) — 9eTst
w2

El angulo 75 ya esta en | — 7, 7], no hace falta ajustarlo.
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EJEMPLO 3 *xx Dificil

Un giro con estiramiento
Seanu=1++3iyv=+3—1.

a) Escribe u en forma exponencial.
b) Escribe v en forma exponencial.

c) Calcula — en forma bindmica, sin desarrollar fracciones con el conjugado.
v

d) Enun mapa del plano complejo, el punto P representa a u. Se gira P un angulo de I en sentido
antihorario alrededor del origen y a la vez se multiplica su distancia al origen por /2. Halla, en forma
bindmica, el numero p que representa el nuevo punto.

a) wu=1++/3iestadenellercuadrante.r =+1+3=2y60=arctan3 = 5. Luego u = 2e5".

b) v=+3—iestdenel 4°cuadrante. r =/3+ 1 =2, o = arctan % = g yenel4.°cuadrante § = —Z.

Luego v = 2e~ 5",

c) Se divide en forma exponencial: modulo % =1y argumento £ — (f%) = 7. Entonces

u ezzr_l' ™ + .. T i
- = = COS = 81 — =
v 2 2

d) Estirar por v/2 y girar I equivale a multiplicar por w = v/2cis § = v/2 (@ + @z) = 1 4 4. Entonces

p=uw=1+vV3)(1+i)=14+i+v3i+v3¥=(1-v3)+(1++3)i
Comprobacion en forma polar: p debe tener modulo 2+/2 y argumento Tti= %, en el 2.° cuadrante. En
efecto, 1 —v3 <0y 1+v3>0,y /(1 v3)? +(1+v3)? = vB=2V5.

En el examen: cuando se pide ¢ o un producto y los numeros son «bonitos» en polar, pasar a forma
exponencial ahorra mucho calculo, pero escribe siempre los médulos y argumentos de partida (se puntuan) y
reduce el argumento final a | — «, 7] antes de dar el resultado.

! .
Errores tipicos

ERROR TIPICO - USAR ARCTAN SIN MIRAR EL CUADRANTE

Para z = —1 + i la calculadora da arctan 1, = —Z, pero el punto esta en el 2.° cuadrante y el argumento
correcto es 2. Con arctan 2 solo aciertas cuando a > 0. Dibuja el punto, calcula el angulo agudo de
referencia y colécalo en su cuadrante; comprueba que el signo de sin 6 es el de b.

ERROR TIPICO - OPERAR MAL LOS MODULOS Y LOS ARGUMENTOS

Al multiplicar, los médulos se multiplican y los argumentos se suman; al dividir, los médulos se dividen y los

argumentos se restan. Fallos habituales: sumar los médulos, multiplicar los argumentos, o dejar un argumento

como % cuando se pide el principal (hay que restar 2z y dar 71—’2’ .

ERROR TIPICO - MEZCLAR GRADOS Y RADIANES 0 ESCRIBIR r NEGATIVO

En la forma exponencial rei el angulo va siempre en radianes: ¢:0° no tiene sentido. Y en la forma polar el

modulo r es positivo: —2cis I no esta en forma polar; se escribe 2cis (£ — ) = 2cis (—21).
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Resumen

e Modulo r = |z| = v/a + b%. Argumento § = arg z: el angulo con el eje real positivo; el principal esta en
] = =, 7). 0 no tiene argumento.

» Para hallar 6: dibuja el punto, calcula a = arctan|b/a| y ajustalo al cuadrante (o, # — @, @ — 7, —a).
arctan(b/a) solo vale sia > 0.

» Forma polar z = r(cos @ + isin ) = r cis 8; forma exponencial z = re? (Euler: e = cosf + isin ). De
polar a bindmica: a = rcos, b = rsin .

o 2w =rirocis(6; +6s) Y 2= cis(6; — 05). Reduce el angulo final a | — m, 7].
w T2

* Geomeétricamente, multiplicar por r cis 8 estira por r y gira §; multiplicar por i gira 90°. Ademas arg z* =
—argz.
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APARTADO 3
. / /] .
Teorema de De Moivre y raices n-¢simas

IDEA CLAVE

El teorema de De Moivre dice que elevar a n un complejo en forma polar es
elevar el médulo a n y multiplicar el argumento por n. De ahi salen dos
herramientas muy rentables en el examen del IB: calcular potencias grandes

sin desarrollar y hallar las raices n-ésimas, que dibujan un poligono regular
en el plano de Argand. Ademas permite deducir identidades como cos 30 0
expresar sin* § con cosenos de angulos multiplos.

El teorema

Partimos de la forma polar: al multiplicar dos complejos se multiplican los médulos y se suman los argumentos. Si
multiplicas un complejo por si mismo varias veces, el modulo se multiplica por si mismo y el argumento se suma
consigo mismo. Eso es el teorema.

TEOREMA - TEOREMA DE DE MOIVRE
Paran € Z*:
[r(cos @ + isin@)]" = r"(cos nf + isinnd)

Con la notacion abreviada, (rcis@)” = r" cis(nf), y con la exponencial, (re’)" = r"e™.

La versién exponencial es casi evidente porque (ew)" = e sigue la regla de las potencias. La demostracién que se
pide en el programa es la que no usa la exponencial, y se hace por induccion. Basta con tomar r = 1, porque el
maodulo r™ sale fuera sin dificultad.

o/ . o/
Demostracion por induccion
Llamamos P(n) a la afirmacion (cos 6 + isin0)" = cosnf + i sinnf.
1. Caso base. Paran = 1 los dos lados son cos @ + isin§. Se cumple.

2. Hipétesis. Suponemos que P(k) es cierta para algun k € Z+.
3. Paso. Multiplicamos por cos @ + isin f y usamos la hipotesis:

(cos@ + isin @)1 = (cos k6 + isin kf)(cos f + isin 6)
= (cos kB cos 6 — sin k6 sin 0) + i(sin k6 cos 0 + cos kO sin 6)
= cos(kf + 6) + isin(kf + ) = cos(k + 1)0 + isin(k + 1)8

En la ultima linea hemos usado las férmulas del coseno y del seno de una suma. Es justo P(k + 1). 4. Conclusion.
P(1) es ciertay P(k) = P(k + 1), asi que P(n) es cierta paratodon € Z*.

Clases de matematicas online y en Aldaia - 626 09 20 80 - ecuacionganadora.com 16 /93


http://127.0.0.1:54636/recursos/ib-analisis-y-enfoques-ns/numeros-complejos/forma-polar-y-exponencial.html
http://127.0.0.1:54636/recursos/ib-analisis-y-enfoques-ns/repaso-de-algebra-e-induccion/demostracion-e-induccion.html

Ecuacion Ganadora Tel. 626 09 20 80

NOTA - AMPLIACION: EXPONENTES ENTEROS Y RACIONALES

La formula sigue valiendo para cualquier entero n. Paran = 0 es 2° = 1. Paran = —m conm € Z' se usa
1 . . 1, S .

z~™ = —yque el inverso de rcis§ es - cis(—0). También sirve para exponentes racionales, pero entonces el
z r

resultado no es Unico (es el caso de las raices, que ves mas abajo). En el examen, la demostracion por
induccion se pide solo paran € Z*.

Potencias de un complejo

Elevar z = a + bi a una potencia grande desarrollando el binomio es lento y propenso a errores. Con la forma polar
es casi inmediato.

METODO - CALCULAR 2"

1. Calcula el médulo » = |z| y el argumento 6 = arg z (cuidado con el cuadrante).

2. Escribe z = rcis 8 y aplica el teorema: z" = r" cis(n#).

3. Si piden la forma binémica, pasa a r" cos nf + i r" sinnf y simplifica con los valores exactos. Si nf es
muy grande, réstale multiplos de 27 antes de calcular el seno y el coseno.

Una consecuencia util: 2" es un numero real cuando né es un multiplo de 7, y imaginario puro cuando nf es un
multiplo impar de %. Asi se averigua el menor exponente que da un resultado real sin calcular las potencias una
a una.

/ /.
Raices n-esimas
Una raiz n-ésima de z es un complejo w tal que w™ = z. En los reales, v/8 solo tiene un valor real; en los complejos,
la ecuacion w3 = 8 tiene tres soluciones. Veamos por qué escribiendo w = scisa 'y z = rcisd y aplicando De Moivre:
s" cis(na) = rcis6

Dos complejos son iguales si tienen el mismo maédulo y sus argumentos difieren en un multiplo de 2x. Por tanto
s" = r, es decir s = /r (la raiz real positiva), y na = 6 + 2kw con k entero. Despejando « se obtiene una familia de
angulos, y solo n de ellos dan puntos distintos, porque al llegar a k = n el angulo ha dado una vuelta completa.

TEOREMA - RAICES n-ESIMAS
Siz=rcis@ #0yn € Z", la ecuacion w™ = z tiene exactamente n soluciones:

0 + 2k
wk:\”/?_'cis(¥), k=0,1,...,n—1

Todas tienen el mismo médulo {/r y cada una se obtiene de la anterior sumando 27’7 al argumento.

METODO - RESOLVER w"=:2
1. Escribe z en forma polar con 6 conocido, z = rcis#.
. . . 0
2. El moédulo comun es /7 y el primer argumento es —.
n

2w - , ,
3. Suma — al argumento para pasar a la siguiente raiz, hasta tener n raices en total.
n

4. Si lo piden, pasa cada una a forma bindmica con valores exactos.
5. Comprueba con una raiz: elévala a n y verifica que vuelve a z.
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!
Donde estan las raices

Como todas tienen el mismo médulo, las raices estan sobre una circunferencia de centro el origen. Como cada
una esta a 27" de la anterior, estan equiespaciadas. Por tanto, las raices n-ésimas son los vértices de un poligono
regular de n lados inscrito en esa circunferencia. La figura muestra las tres raices cubicas de 8: forman un
triangulo equilatero.

-

Zl -~

A n

Esto da una forma rapida de comprobar o de completar una lista: conocida una raiz, las demas se obtienen
girandola un angulo Z alrededor del origen. Si te piden el area o el perimetro del poligono, basta con el radio /7 y
la geometria del tridangulo o cuadrado que forman.

Raices de la unidad

El caso z = 1 es especial porque 1 = cis 0. Sus raices n-ésimas se llaman raices n-ésimas de la unidad.

PROPIEDAD - RAICES n-ESIMAS DE LA UNIDAD

Las soluciones de w™ =1 son
. 2kw )
wy, = cis — = e2k7i/n k=0,1,...,n—1
n
. . . 2w . _ .
Una de ellas es siempre 1, y se escribe w = cis — para la primera distinta de 1. Entonces las raices son
n
1,w,w?,...,w" ! y susuma es cero:

l4w+w’+- - +w" =0

Por qué la suma es cero. Es una progresion geométrica de razén w, y w" = 1, asi que

1w 1-1
4wt tan = —2 =

l-w 1-w
(vale porque w # 1 cuando n > 2). La intuicién geométrica es que un poligono regular centrado en el origen esta
equilibrado: sus vértices, vistos como vectores, se compensan. Una consecuencia directa: la suma de las partes
reales de las raices es 0, y lo mismo la de las partes imaginarias.

Para cualquier z, las raices n-ésimas son las de la unidad multiplicadas por una de ellas: si wy €s una raiz de w" = z
, las demas son wy, wow, wow?, ...y su suma también es cero.

Identidades trigonométricas

De Moivre se puede leer al revés: comparando la parte real e imaginaria de (cos + isin )™ con cosnf + isinnf se
obtienen férmulas para angulos multiplos.
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METODO - EXPRESAR cosnf Y sinnf CON cosf Y sinf

1. Desarrolla (cos 6 + isin§)" con el teorema del binomio, usando i = —1, i® = —i, i = 1.
2. Iguala con cosnf + isinnf.

3. La parte real es cosnf y la parte imaginaria (el coeficiente de i) es sinnf.

4. Si hace falta un solo tipo de razén, sustituye sin?@ = 1 — cos? 0 (o al revés).

Conn = 3,y escribiendo ¢ = cos 6, s = sin6:
(c+1is)® = c® + 3ic’s — 3cs® —is® = (c® — 3cs?) +i(3c?s — s°)
La parte real es cos 36 = c® — 3cs?, y con s = 1 — ¢ queda
cos 30 = 4cos® — 3cosh
y de la parte imaginaria sale sin 3¢ = 3sin6 — 4sin® 6.

El camino inverso es expresar una potencia de cos @ o de sin§ como suma de cosenos o0 senos de angulos multiplos.
Para ello se usa z = cos 6 + isin 6, para el que z~* = cos@ — isin#.

PROPIEDAD - SUMA Y DIFERENCIA DE 2" Y 2z

Si z = cis §, para cualquier n € Z*:

n

2"+ 27" = 2cosnb, Z" — z™" = 2isinnf

Se comprueba con De Moivre: 2" = cosnf + isinnf y z~" = cosnf — isinnd; al sumar se van los senos y al restar se
van los cosenos.

METODO - ESCRIBIR cos"d 0 sin"¢ CON ANGULOS MULTIPLOS

1. Escribe 2cosf = z + z ! (0 2isinf = z — 27 1) y eleva a la potencia pedida.

2. Desarrolla con el teorema del binomio.

3. Agrupa los términos de la forma z* y z—* y cambialos por 2 cos k6 (0 2i sin k6).
4. Divide entre la constante que quedo al elevar el lado izquierdo.

Por ejemplo, con sin® §: (z — 2~ 1)* = (2isin6)* = 16sin* 4. Al desarrollar,
(z—z M) =2 422+ 642242 =" +271) —4(2* +27%) +6 =2cos40 —8cos 20 + 6

y dividiendo entre 16:
cos40 — 4cos20 + 3
8
Esta forma es la que permite, después, integrar sin® § sin esfuerzo: cada término es un coseno de un
angulo multiplo.

sin @ =

NOTA - CALCULADORA

En la Prueba 2 puedes comprobar una potencia o una raiz con la calculadora de pantalla grafica (CPG), que
trabaja con complejos y da moédulo y argumento. Es una buena forma de verificar un resultado, pero el
método (maodulo, argumento, De Moivre) debe quedar escrito. En la Prueba 1 no hay calculadora: aprende de
memoria los valores exactos del seno y el coseno de Z, jl—f, § y g.
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EJEMPLO 1 * Béasico

Potencias con De Moivre
a) Calcula (V3 + )’ y da el resultado en forma binémica.
b) Calcula (2cis %)4 en forma bindmica.

c) Calcula (1 —1)%.

a) Moddulo: v/3 + 1 = 2. Argumento: arctan % = T (primer cuadrante). Asi, v/3 + i = 2cis 5 Y
9 3
(V3+14)° = 29 cis % = 512cis 7” —512(0 — 4) = —512i
b) 2%cis 4 =16¢isZ = 16(0 + i) = 16i.
c) Modulo: v/2. Argumento: —Z (cuarto cuadrante). Entonces

(1-4)8 = (ﬁ)%m(-%) = 16 cis(—27) = 16

EJEMPLO 2 **x Medio

/ /
Raices cuartas y el poligono que forman
Considera la ecuacién z* = —8 + 8v/31.
a) Escribe —8 + 8y/3i en forma polar y resuelve la ecuacion. Da las cuatro soluciones en forma binémica.

b) Las cuatro soluciones son los vértices de un poligono regular. Halla su area.

a) Modulo: /64 + 192 = 16. Argumento: el punto (—8,8+/3) esta en el segundo cuadrante y tan a = —+/3, asi

— g _ L _2m A= ig 2%
que arg = m — £ = <. Entonces 2z = 16 cis <.

El médulo comun es +/16 = 2. El primer argumento es 2—’1& = § Yy cada raiz suma %T’T =7
zg=2cis g = (32@+%z> =V3+i
2 =2cis % =2~} + %) =—1+3i
zp=2cis T = —/3— i
z3=2cis ¥ =13

b) Son cuatro puntos equiespaciados en la circunferencia de radio 2: un cuadrado. Su diagonal es el
didametro, 4, y el lado es £ = % = 24/2. El 4rea es ¢? = 8. (También: el cuadrado se descompone en cuatro
triangulos rectangulos de catetos 2 y 2, de area 2 cada uno.)

EJEMPLO 3 *xx Dificil
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Una identidad de cos 36 y una ecuacion cubica

a) Con el teorema de De Moivre, expresa cos 30 en funcion de z = cos § (como un polinomio en z).

b) Resuelve la ecuacién 8z3 — 6z — 1 = 0. Da las tres soluciones de la forma cos a con a un dngulo de |0, 7|
multiplo de §.

c) Sin usar los valores de b), halla la suma de las tres soluciones de la ecuacion y comprueba el resultado
con los valores de b).

a) Desarrollamos (c + is)® con ¢ = cosf y s = sin 6:
(c+1s8)® = & + 3ic’s — 3cs® — is® = (c* — 3cs®) +i(3c%s — %)
Por De Moivre, la parte real es cos 3. Con s2 =1 — ¢2:
cos30 = ¢ — 3¢(1 — ) =4 — 3c = 42* — 3z
b) Escribimos la ecuaciéon como 2(4z3 — 3z) = 1. Si hacemos z = cos 6, queda 2 cos 30 = 1, es decir cos 36 =
1. Entonces
s w  2kmw
0=4—-+2kr = 0=+— + —
g AT 9" 73
Los &ngulos distintos en J0,w[ son X, —% 4 2& — 30 y & 4 21 _ %” Como el coseno es inyectivo en |0, 7|, dan
tres valores de z distintos y una ecuacidén cubica no puede tener mas. Las soluciones son
cos T - T T
€r = —_ = —_ = e
9, COS 9 s T COs 9
c) La ecuacion no tiene término en z?, asi que por las relaciones de Cardano-Vieta la suma de las raices es
—2 = 0. Por tanto
W%_ 5F+_ s 0
- COS — COS — =
%y 9 9
Coincide con el valor numérico de b): 0,9397 — 0,1736 — 0,7660 ~ 0.

En el examen: en un «hence» como el de b) usa de forma explicita el resultado de a): sustituye z = cosf8 y

reconoce cos 36. No olvides que el angulo da todas las soluciones +a + 2k, y que debes quedarte solo con
los distintos.

14 .
Errores tipicos

ERROR TIPICO - MULTIPLICAR POR » SOLO EL ARGUMENTO (0 SOLO EL MODULO)

En (r cis 0)” el modulo se eleva a n y el argumento se multiplica por n. Los errores habituales son escribir

(2¢is T)° = 2cis & (olvidar el 2°) 0 512cis T (olvidar el 9 del argumento).

ERROR TIPICO - DAR SOLO UNA RAIZ, 0 REPETIR UN ANGULO

Una ecuacién w™ = z tiene n soluciones, no una. Con k = 0,1,...,n — 1 obtienes n raices distintas; si te
pasas de n — 1, repites las anteriores. Un buen control es comprobar que sumando 2—: al argumento de la
Ultima vuelves a la primera. Si solo das la raiz «principal», pierdes la mayor parte de los puntos.

ERROR TIPICO - PERDER EL ARGUMENTO CORRECTO ANTES DE APLICAR LA FORMULA

Todo el método depende de 6. Si z = —8 + 81/3i y usas arctan £2 = —Z sin mirar el cuadrante, estas en el

cuarto cuadrante y todas las raices salen giradas. Dibuja el punto en el plano de Argand y ajusta el angulo
antes de dividir entre n.
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Resumen

* De Moivre: (rcis 9)" = r" cis(nf). Se demuestra por induccién paran € Z* con las formulas de la suma
de angulos; vale para cualquier entero.

* Potencias: mdédulo y argumento en forma polar, eleva el médulo y multiplica el argumento. 2™ es real si
nf es multiplo de .

, .. ) . 0+ 2km
» Raices n-ésimas de z = rcis6: w, = ¢/rcis ———, k =0, ...,n — 1. Hay exactamente n.
n
» Geometria: estan en una circunferencia de radio </, separadas 27”: vértices de un poligono regular de
n lados.
+ Raices de la unidad: 1,w, ...,w" ! con w = cis Z; su suma es cero.

» Trigonometria: cos 30 = 4 cos® 8 — 3 cos 8 al desarrollar (cosd + isin6)3; con 2" + 2" = 2cosnf y 2" —
2z~ ™ = 2isinnf se escribe cos™ § 0 sin™ § con angulos multiplos.
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APARTADO 4
Polinomios con raices Complej as

IDEA CLAVE

Un polinomio de grado n tiene siempre n raices si se admiten numeros
complejos, y cuando sus coeficientes son reales las raices no reales
aparecen por parejas conjugadas. Con esto, conocer una raiz compleja te

regala otra, y la suma y el producto de las raices se leen directamente de
los coeficientes. En el examen del IB sirve para hallar las raices que faltan,
reconstruir un polinomio y despejar parametros.

Todo polinomio tiene tantas raices como su grado

En el tema 1 viste que un cero c de P(z) equivale al factor z — ¢ (teorema del factor), pero solo con nimeros reales.
Si se permiten complejos, no se escapa ninguno. Aqui la variable se escribe z, porque las raices pueden ser
no reales.

TEOREMA - TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA

Todo polinomio P(z) de grado n > 1 con coeficientes reales o complejos tiene al menos una raiz en C. Por
tanto se factoriza como

P(z) =an(z —w1)(z —w2) -+ (z — wy)

donde a,, es el coeficiente principal y ws,...,w, € C son las raices, contadas con su multiplicidad (una raiz
doble aparece dos veces).

No se demuestra en este curso. Lo que importa es la consecuencia: la ecuacion P(z) = 0 de grado n tiene
exactamente n soluciones complejas, contando las repetidas. Cada vez que encuentras una, el teorema del factor
te deja dividir y bajar un grado.

Por ejemplo, 2% + 4 = 0 no tiene raices reales, pero si dos complejas, z =2iy z = —2i,y 22 +4 = (2 — 23)(z + 2i).

Raices conjugadas

PROPIEDAD - RAICES COMPLEJAS DE UN POLINOMIO REAL

Sea P(z) = a,2" + - - - + a1z + ao con todos los coeficientes a;, reales. Si w es una raiz de P(z) = 0, entonces
su conjugado w* también lo es.

La razon esta en cdmo se comporta el conjugado con las operaciones (suma, producto y potencias, que ya conoces
de la forma bindmica) y en que un nimero real es igual a su conjugado. Si P(w) = 0, conjuga los dos lados:

0=0*= (anwn+...+alw+a0)* :a;(w*)n—f—_'_a;w*_’_ag :an(w*)"+"'+a1w*+a0 :P(U)*)
El paso clave es aj, = ax: solo vale si los coeficientes son reales. Si alguno no lo es, la propiedad falla.

Consecuencias que conviene tener a mano:
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e Las raices no reales vienen en parejas a + bi y a — bi. Si el polinomio es real de grado impar, queda al menos
una raiz real sin pareja.
e Cada pareja forma un factor cuadratico con coeficientes reales:

(z— (a+bi)) (2 — (a — bi)) = 22— 2az + (a® +b7)

La suma de la pareja es 2a y su producto es |w|* = a® + b%: ambos reales, como debe ser.

Factorizar en 1OS reales Yy n IOS Complejos

METODO - FACTORIZAR UN POLINOMIO REAL CUANDO SE CONOCE UNA RAIZ NO REAL

1. Comprueba que los coeficientes son reales y que la raiz w = a + bi tiene b # 0. Entonces w* = a — bi
también es raiz.

2. Forma el factor cuadratico real 22 — 2az + (a* + b%), que equivale a (z — w)(z — w*).

3. Divide P(z) entre ese factor (division larga o igualando coeficientes). El cociente tiene grado n — 2.

4. Si el cociente es de grado 1, da una raiz real; si es de grado 2, resuélvelo con la férmula de la ecuacién
de segundo grado.

5. Escribe la factorizacién: en R se dejan los factores cuadraticos sin raices reales; en C se descompone
cada uno en (z — w)(z — w*).

Un cuadratico real 2% + pz + ¢ no tiene raices reales si su discriminante p? — 4q es negativo; entonces sus raices son
un par conjugado. Asi que, en los reales, un polinomio se factoriza en lineales y cuadraticos irreducibles, y en los
complejos solo en lineales.

NOTA - CALCULADORA

En la Prueba 2 puedes resolver una ecuacién polindmica con la calculadora de pantalla grafica (CPG). Para
que muestre también las raices no reales, hay que poner la calculadora en modo complejo. Usala para
comprobar tu resultado, pero en un problema que pide «halle» o «demuestre» escribe igualmente el
planteamiento (el factor cuadratico, la division, el sistema). En la Prueba 1 no hay calculadora.

. . . . /
Reconstruir un pOllHOl’l’llO a partlr d€ Sus raices

Si conoces todas las raices wy, ..., w, Yy el coeficiente principal, el teorema fundamental da el polinomio sin mas que
multiplicar los factores. Con coeficientes reales, anade siempre las conjugadas de las raices no reales: si te dicen
«tiene por raiz 3 + i», el polinomio real de menor grado que la tiene necesita también 3 — 4, y por tanto es al menos
de grado 2.

METODO - CONSTRUIR UN POLINOMIO REAL CON RAICES DADAS

1. Escribe todas las raices, afiadiendo la conjugada de cada una que no sea real.
2. Agrupa cada pareja conjugada en su factor cuadratico real 22 — 2az + (a* + b?).
3. Multiplica los factores y por el coeficiente principal que pida el enunciado (si dice «<moénico», es 1).

4. Desarrolla y comprueba, por ejemplo, evaluando en una de las raices reales o comparando la suma de
raices con el coeficiente de 2" L.

Suma y pI’OdUCtO de 138 raices

Al desarrollar a,(z — w1) - - - (2 — w,,) Y comparar con a,2" + a,_12" ! + - - - + ay, los coeficientes quedan ligados a las
raices. No hace falta conocer las raices para usar estas relaciones, y valen también con coeficientes complejos.
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PROPIEDAD - SUMA Y PRODUCTO DE LAS RAICES

Casos concretos que se usan a menudo:

Grado Polinomio Suma de raices Producto de raices
2 az?+bz+c —é £
a a
3 azd +b22+cz+d _9 _‘_i
a a
b [
4 azt +b3+c22+dz+e —— "
a

NOTA - AMPLIACION: LAS DEMAS RELACIONES

a
examen del IB; los que si aparecen son la suma y el producto.

Para P(z) = a,2" + a, 12" ' + -+ + a1z + ay con raices wy, . .. , wy:
an—1
w1+w2+---—|—wn=—a ) wWiwWs - -
n

Tel. 626 09 20 80

n @0

Hay una relacion por cada coeficiente. Para grado 3 con raices wy, ws, w3, la suma de los productos de las
. C C
raices de dos en dos es —. Para grado 4, la suma de los productos de dos en dos es — y la de los productos
a a

d . . . .
de tres en tres es ——. Se obtienen igual: desarrollando el producto de factores. Casi nunca se piden en el

La comprobacién en grado 2 es inmediata: a(z — w;)(z — wy) = az® — a(w; + ws)z + aw,w,. Fijate en el signo y en

que se divide entre el coeficiente principal: el polinomio 223 — 622 + . .. tiene suma de raices —_76 =3, N0 6 ni —6.

Usarlas junto con la conjugacion es muy potente: si las raices son w y w* (y otras), su suma aporta 2Re(w) y su

producto aporta |w|?, dos numeros reales faciles de manejar.

Ejemplos resueltos

EJEMPLO 1 * Béasico

4 . !
Una raiz compleja y las demas
La ecuacion z3 — 522 + 17z — 13 = 0 tiene por raiz z = 2 + 3i.
a) Escribe otra raiz no real.

b) Hallala raiz real.

c) Factoriza P(z) = 23 — 52% + 17z — 13 como producto de un factor lineal y un factor cuadratico, ambos con

coeficientes reales.

a) Los coeficientes de P son reales, asi que la conjugada de 2 + 3i también es raiz: z = 2 — 3i.

b) Las dos raices conjugadas dan el factor cuadratico real. Su suma es (2 + 3¢) + (2 — 3¢) = 4 y su producto

es 22 4+ 32 = 13, luego

(z—(2+3i)(z2— (2—3i)) =2 —42 + 13

Dividimos P(z) entre 22 — 4z + 13. El cociente es de grado 1, z + m, y al desarrollar (2? — 4z + 13)(z + m) =
23 + (m — 4)2% + (13 — 4m)z + 13m y comparar con P: el término independiente da 13m = —13, luego m = —1.
Comprobacion del coeficiente de z2: m — 4 = —5. Correcto, y también 13 — 4m = 17. El tercer factores z — 1,

asiquelaraizreales z = 1.
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-5
Otra via: la suma de las tres raices es T 5,asique (2+3i)+(2—-3i)+r=5yr=1.

c) P(z)=(z—1)(22 — 4z +13).

EJEMPLO 2 **x Medio

Reconstruir un polinomio real de grado 4

Un polinomio P(z) monico de grado 4 con coeficientes reales tiene por raices 2i y 3 + i.
a) Escribe las otras dos raices.

b) Halla P(z) desarrollado.

c) Factoriza P(z) en R (factores lineales o cuadraticos con coeficientes reales).

a) Como P tiene coeficientes reales, las conjugadas —2: y 3 — ¢ también son raices. Con las dos dadas
hacen las cuatro raices del polinomio de grado 4, que son todas.

b) Se agrupan las parejas conjugadas:

o Pareja £2i: suma 0y producto 2% = 4, factor 22 + 4.

e Pareja 3 & i: suma 6 y producto 32 + 12 = 10, factor 22 — 6z + 10.
Al ser monico,

P(z) = (22 + 4)(22 — 62+ 10) = 2* — 62% + 1022 + 422 — 242 + 40 = 2* — 623 4 142% — 242 + 40
—6

Comprobacion con la suma de raices: 2i — 2i + (3 +4) + (3 — ¢) = 6, que coincide con -7 = 6. El producto
de raices es 40 = (—1)*- %, y vale 4 - 10 = 40.
c) Los dos factores cuadraticos tienen discriminante negativo (0 — 16 < 0y 36 — 40 < 0), asi que no se

descomponen mas en los reales:
P(z) = (2% + 4)(2* — 6z + 10)

EJEMPLO 3 **x*x Dificil

Parametros con suma y producto de raices

Considera el polinomio P(z) = 2* — 823 + bz? + cz + 65, con b, c € R. Las cuatro raices de P(z) = 0 no son
reales y dos de ellas son 1+ 2iy p+ qi, con p,q € R, g > 0, distinta de 1 + 2.

a) Hallalasumay el producto de las cuatro raices.

b) Hallapygq.

c) Hallabye.

Como los coeficientes son reales y ninguna raiz es real, las cuatro raices son dos parejas conjugadas: 1 + 23,
1-2¢,p+qiyp—qi.
a) Conas=1,a3=-8Yyay=65:
-8 65
suma = ——— = 8, producto = (+1) - T 65
b) La suma de las cuatro raices es 2 -1+ 2p = 8, luego p = 3. El producto de cada pareja es el cuadrado del
modulo: (12 + 22)(p? + ¢%) = 5(9 + ¢%) = 65. Entonces 9 + ¢* = 13, es decir ¢> = 4, y como ¢ > 0, ¢ = 2. Las
raicesson1+2iy 3+ 2i.

c) Seforman los factores reales de cada pareja: 1 & 2i da 2> — 22+ 5y 3 & 2i da 2% — 6z + 13. Entonces
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P(z) = (22 =22 +5)(22 — 62+ 13) = 2* — 82% + (13 + 12 + 5)2% + (—26 — 30)z + 65
P(2) = z* — 82% + 302° — 56z + 65

y por tanto b = 30 y ¢ = —56. El coeficiente de 2* y el término independiente coinciden con los del enunciado,

lo que confirma el calculo.

En el examen: justifica por qué las raices son dos parejas conjugadas (coeficientes reales y raices no reales)

antes de usar suma y producto: esa frase da los puntos de método. Y escribe la suma con el signo correcto,
ap—1

an

Errores tipicos

ERROR TIPICO - OLVIDAR LA RAIZ CONJUGADA

Si te dicen que z = 1 + 4i es raiz de un polinomio real, 1 — 4; también lo es, aunque el enunciado no lo diga.
Al contar las raices, al reconstruir el polinomio o al calcular la suma y el producto, entra siempre la pareja

ERROR TIPICO - USAR LA CONJUGADA CUANDO LOS COEFICIENTES NO SON REALES

i) tiene la raiz 4, pero —i no es raiz: sustituyendo, (—i)2 — (1 +¢)(—i) + ¢ = —2 + 2¢ # 0. Antes de afadir la
conjugada, mira los coeficientes: si aparece alguna i, no se puede.

ERROR TIPICO - ERRORES CON EL SIGNO Y EL COEFICIENTE PRINCIPAL EN SUMA Y
PRODUCTO

ap—1

La suma de raices es —
an n

lleva signo menos. En 22% — 622 + 4z — 10, la suma es 3 y el producto es 5 (no —10, ni 10, ni —5 si no divides).
Cuando el polinomio no es moénico, comprueba siempre que has dividido entre a,,.

Resumen

completa. Un polinomio real de grado 3 con la raiz 1 + 4i ya tiene dos raices ocupadas y solo queda una real.

La propiedad de las parejas conjugadas exige coeficientes reales. El polinomio 2> — (1 +1i)z +i = (z — 1)(z —

, con el signo cambiado y dividida entre a,,. El producto es (—1)”a—0: para n impar
a

+ Teorema fundamental del dlgebra: un polinomio de grado n > 1 tiene n raices complejas (contando
repeticiones) y P(z) = a,(z —w1) -+ - (2 — wy)-

* Silos coeficientes son reales y w es raiz, w* también lo es. Las raices no reales vienen por parejas
a =+ bi; un polinomio real de grado impar tiene al menos una raiz real.

 Cada pareja forma un factor real 22 — 2az + (a® + b?): suma 2a, producto a® + b*. En R se factoriza en
lineales y cuadraticos sin raices reales; en C, solo en lineales.

e Para reconstruir un polinomio real: anade las conjugadas de las raices no reales, agrupa en factores
cuadraticos, multiplica y ajusta el coeficiente principal.

ap—1 Cc

e Suma de raices = —

b
; producto de raices = (—1)"=2. En grado 2 -y

an an a
e Con la CPG (Prueba 2) puedes obtener las raices complejas en modo complejo, pero escribe siempre
el planteamiento.
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CIERRE DEL TEMA

Ejercicios IB del tema 6

Ejercicios de examenes del IB agrupados por tipo y, dentro de cada tipo, de menos a mas dificil.

Intenta cada uno antes de abrir la solucion.

. / . . . A
Forma bmomlca, opc€raciones y ecuaciones con Z y Z

EJERCICIO 1 *x Basico IB - P1 Noviembre 2001

El numero complejo z satisface i(z + 2) = 1 — 2z. Escriba z en la forma z = a + bi, siendo a y b numeros reales.

1. Desarrollamos: iz + 2i = 1 — 2z.
2. Agrupamos los términos con z: iz + 2z = 1 — 2i, es decir, z(2 + 1) = 1 — 2i.

1—2¢
3. Despejamos: z = .
2] S
4. Multiplicamos por el conjugado del denominador (L=oBA=0) _ A—G-chaar o ;
. 0B = = = — = —1.
P P g TRz 5 5

5. Comprobacion: i(—i+2) =1+2iy 1 —2(—3) =1+ 2i.

Resultado: z =0 — ¢

EJERCICIO 2 * Béasico IB - P1 TZ2 Mayo 2004

Sea z el nUmero complejo dado por z =1 + . Exprese z en la forma a + bi, dando los valores exactos de

i
i—+/3

las constantes reales a, b.

1. Racionalizamos multiplicando numerador y denominador por el conjugado del denominador,

(2
i—+/3
—i — /3 (es decir, —v/3 — i).
2. Denominador: (—v/3 +)(—v3 —i) =3+ 1=4.

3. Numerador: i(—v3 —4) = —v/3i — > = 1 — V3.

. 1- :
4. Entonces L \/32.
i—+/3 4
1 V3. 5 /3
.Sumamos l:z=1+~- - —i=- — —i.
S z —|—4 i1
5 V3
ta=—,b=——
Resultado: a 7 7
EJERCICIO 3 % Basico IB - P1 TZ1 Mayo 2011

Sabiendo que =2 —4, z € C, calcule z en la forma a + ib.

z+2

1. Multiplicamos por z + 2 (con z # —2): z = (2 — §)(z + 2).
2. Desarrollamos: z = (2 — )z + 4 — 2i.
3. Pasamos los términos con z a un lado: z — (2 — i)z = 4 — 24, es decir, (-1 +14)z =4 — 2i.
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4. Despejamos y multiplicamos numerador y denominador por el conjugado del denominador, —1 — i:
4-—2 (4—29)(-1—1) —4 —4i+2i+2i2 —6-—2i 3_¢
7z = = = = = — — 1.
—1+i (=1+1d)(-1—1) 2 2

5. Comprobacion: z +2=-1—iy (2—i)(-1—i)=-2—-2i+i+i’= -3 —i=2.

Resultado: z = -3 — ¢

EJERCICIO 4 * Béasico IB - P1 TZ1 Mayo 2012

Sabiendo que z es el numero complejo z + iy y que |z| + z = 6 — 2i, calcule el valor de z y el valor de y.

l.Conz=z+iy: |z|+z=x2+y2+z+iy =6 — 2.
2. lgualando partes imaginarias: y = —2.
3. Igualando partes reales: vz2 +4 + x = 6, es decir, Va2 +4 =6 — z.

4. Elevamos al cuadrado (hay que exigir 6 — z > 0): 22 +4 = 36 — 12z + 22, luego 12z = 32y z =

g 8 10 /64 /100 10 -
.Com 16— - = — — =4/ =—=—==.E lida.
5. Comprobacién: 6 3 3 >0y 9 +4 9 3 s valida

Resultado: x =

w | co

W oo

VY =2

EJERCICIO 5 *x Basico IB - P1 Noviembre 1996

Sean z; = 2+ /3y 2, = 1 —i. Calcule
a) zizy ? en la forma a + ib, donde a,b € R.
2

b) ‘2122|.

a) 1. Producto:
2z = (2+4V3)(1 —i) =2 — 2 +iv3 —i2v/3 = (24 V3) + (V3 — 2)i.
2. Cociente: multiplicamos numerador y denominador por el conjugado del denominador, 1 + i:

2 (2+iv3)(1+4) :2+2i+i\/_—\/§:2—\/3+2+\/§i'

» (1—0)(1+9) 2 2 2
b) 1. El modulo de un producto es el producto de los médulos: |z12;| = |21]|22]. 2. |21]| = VEF 3 =VTY |20| =
V141 =+/2.3.Portanto, |z120| = V72 = V14.

2—+vV3 2 3
Resultado: a) 21z, = (2 + v/3) + (V3 — 2)i, 2 2\/— + +2\/_
22

EJERCICIO 6 * Bésico IB - P1 Mayo 1997

Los nimeros complejos zy w son z = —1+3i y w = 3 + i. Exprese zw y = en la forma a + bi donde a 'y b son
nuameros reales e i = y/—1.

1. Producto: zw = (—1+ 3i)(3 +1i) = —3 — i + 93 + 3i°.

2.Coni?=—-1:2w=-3-3+8 =—6+8i.

3. Cociente: multiplicamos numerador y denominador por el conjugado de w, 3 — i:
z (-1+3)(3—-4i) —3+i+9—3i

(3+i)(3—1) 9+1
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4. Numerador: —3 + 3 4 10i = 10i. Entonces £ = 1% — 4,

Resultado: zw = —6 + 8z, ﬁ =0+ 1z

EJERCICIO 7 * Basico IB - P1 Mayo 1999

Sea z = z + iy. Calcule los valoresde z e y si (1 — i)z =1 — 3i.

1. Despejamos z dividiendo entre 1 — i:
1-3:¢
zZ = —.
1—1
2. Multiplicamos numerador y denominador por el conjugado del denominador, 1 + i:
Lo (1=3)1+79) _ 14+i—3i—3° 4-2i
B 1+1 o2
3. Simplificamos: z = 2 — 4. Igualando partes real e imaginariacon z =z +iy: z =2,y = —1.

Resultado: z =2,y = —1

EJERCICIO 8 *x Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2005

. . . . L 15 )
Sabiendo que |z| = 21/5 halle el nimero complejo z que satisfaga la ecuacion: S T 1— 8i.
) . 9 1 2z 1 z
1.Sea z = x + iy. Como |z| = 2v/5, se cumple zz* = |z|*> = 20, y por tanto — = %Y 7= %0
z z

2. Sustituimos en la ecuacion:
25z* 15z
- —==1-8i *—3z=4-—232%.
20 20 8 = bz" —3z 321
3.Con z =z +iy: 5(z —iy) — 3(z + iy) = 2z — 8iy. Luego 2z — 8iy = 4 — 321.
4.Igualamos partes real e imaginaria:2ze =4 =z =2y -8y =-32 =y =4.

5. Comprobacion del modulo: |z| = v/4 + 16 = /20 = 2+/5.
Resultado: z = 2 + 41

EJERCICIO 9 %% Medio IB - P2 TZ2 Mayo 2008

z

P donde z =z + iy, y # 0y 22 + 1 # 0. Sabiendo que Im w = 0, compruebe que |z| = 1.
z

Considere w =

1
1. Como z # 0 (porque y # 0), se tiene w # 0, y w es real si y solo si - es real.

2. Calculamos

1 z* T — 1y
3.Como - =—=—"7%
z |22 z2+y?

1 o +w—iy n T g Y
—=zz4iy+ —= =2+ —""— ily——=—=—].
w Y 2+ y° 2+ Y 2+

1 . N
4, Como Imw = 0, — es real, luego su parte imaginaria es cero:
w

1
1- ——— ) =o.
y( w2+y2>
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1
5.Como y # 0, debe ser 1 — ——— =0, es decir, z2 +y% = 1.
xr2 +y2

6. Portanto |z| = /22 +y? = 1.

Queda demostrado.

EJERCICIO 10 *x* Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2012
Sabiendo que (4 — 5i)m + 4n = 16 + 154, donde i = —1, halle m y n si
a) mynsonnumeros reales

b) my n son nimeros complejos conjugados

a) 1.Conm,n € R, igualamos partes real e imaginaria en (4 — 5i)m + 4n = 16 + 154, es decir, (4m + 4n) —
5mi = 16 + 15¢. 2. Parte imaginaria: —5m = 15, luego m = —3. 3. Parte real: 4m + 4n = 16, luego —12 +
dn=16yn=".

b) 1.Seam =p+qiyn =p— gi(conjugados), con p,q € R. 2. Calculamos (4 — 5¢)(p + ¢i) = 4p + 4qi —
5pi + 5q = (4p + 5q) + (4q — 5p)i y 4n = 4p — 4qi. 3. Sumando: (8p + 5q) + (—5p) i = 16 + 15i. 4. Parte
imaginaria: —5p = 15, luego p = —3. 5. Parte real: 8p + 5g = 16, luego —24 + 5g = 16 y ¢ = 8.

Resultado:a) m = -3, n=7b)m=-3+8i, n=-3 -8

EJERCICIO 11 **x Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2012

a) Sabiendo que (z +iy)? = —5 + 124, =,y € R. Compruebe que:

(i) z2—y2=-5

(i) zy=6

b) A partir de lo anterior, halle las dos raices cuadradas de —5 + 12.
c) Compruebe que para todo niimero complejo z, (z*)* = (z2)".

d) A partir de lo anterior, escriba las dos raices cuadradas de —5 — 12i.

a) 1. Desarrollamos: (z + iy)? = x? — y? + 2zyi. 2. Igualamos con —5 + 12i. 3. Parte real: 2> — y* = —5. 4.
Parte imaginaria: 2zy = 12, es decir, zy = 6.
6
b) 1. Dezy =6,y = —. Sustituimos en z? — y*> = —b5:
X

36
- —= =-5 = z*+52° —36=0.
X
2. Factorizamos: (z? + 9)(z? —4) =0.Comoz esreal, 2> =4yz =+2.3.Siz =2,y=3.Siz = -2,y =
—3. 4. Las raices cuadradas son 2+ 3iy —2 — 3i.
c) 1.Seaz=z+iy. Entonces z* =z —iyy (2*)> = 2 — 42 — 2ayi. 2. Por otro lado, 2% = 22 — 4> + 2xyi, y su
conjugado es (2?)" = z? — y? — 2zyi. 3. Los dos resultados coinciden.
d) 1. Siw? = -5+ 12i, conjugando y usando el apartado c): (w*)* = (w?)” = —5 — 12i. 2. Luego las raices
cuadradas de —5 — 12¢ son los conjugados de las de —5 + 12s.
Resultado: b) 2 +3iy —2—-3id)2—-3iy —2+ 3¢

Queda demostrado.
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EJERCICIO 12 *% Medio IB - P2 TZO Noviembre 2013

+Z,,aER.

’ . . a
Un numero complejo z viene dado por z =

a) Determine el conjunto de valores de a para los cuales:
(i) zesreal
(ii) =z esimaginario puro.

b) Compruebe que |z| es constante para todo valor de a.

a) 1. Multiplicamos numerador y denominador por el conjugado del denominador, a + i:

 (a+1i)? _a2—1+2ai_a2—1+‘ 2a

T (a—i)(a+i)  a*4+1  a?+1 ‘21
. . 2
(i) 1 zesrealsilmz=0: 2a =0.2.Comoa®+1+#0,a=0.

a®+1
. c Q a . a2 - ]- 2 .
(ii) 1. z es imaginario puro si Rez = 0: pranE i 0. 2. Entonces a° = 1, es decir, a = £1. (En estos casos
Imz==+1+#0.)

b) 1. El mddulo de un cociente es el cociente de los médulos: |z| = Z t Z: 2. la+il=va?+1=|a—1i3.

Por tanto |z| = 1 para todo a.
Resultado: a) i) a =0i)a=—-10a=1Db) |z|=1

Queda demostrado.

EJERCICIO 13 ** Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2014
Considere los numeros complejosu =2+ 3iy v = 3 + 2.
- 1 1 10
a) Sabiendoque —+ — = —, exprese w en laformaa + bi, a,b € R.
u v w

b) Halle w* y expréselo de la forma re.

a) 1. Sumamos las fracciones: = + L_ut Y. 2. Calculamos u + v = 5 + 5 Y uv = (2+3i)(3+2i) =6+
u uv,_ . 0 0
. . . , 1 5+ 51 130: 261 o
4i + 97 + 632 = 13i. 3. Entonces — = —, luego w = . = -. 4. Multiplicamos numerador y
w 13¢ 526+Eiz '1+226' -
denominador por el conjugado del denominador: w = Z(, — z), _ ot =13 + 13:.
(1414)(1—1) 2
b) 1. El conjugado es w* = 13 — 13i. 2. Sumodulo es |w*| = /132 + 132 = 134/2. 3. Esta en el cuarto
cuadrante con parte real igual a la parte imaginaria en valor absoluto, asi que arg w* = f%. 4. Por tanto
w* = 13v/2e77/4,
Resultado: a) w = 13 + 13i b) w* = 13 — 13i = 13+/2e—"/4
EJERCICIO 14 **x Medio IB - P1 Noviembre 2000

Si z es un numero complejo y |z + 16| = 4|z + 1|, calcule el valor de |z|.

1. Escribimos z = z + iy con z,y € R. La condicion es |z + 16| = 4|z + 1|.
2. Elevamos al cuadrado ambos miembros: (z + 16)? + y? = 16 [(z + 1)2 + 3?].
3. Desarrollamos: 2 + 32z + 256 + y* = 16x2 + 32z + 16 + 16y
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4. Simplificamos: 240 = 1522 + 15y2, es decir, 2% + y* = 16.
5.Como |z|* = z% + y* = 16, se tiene |z| = 4 (el mddulo es positivo).

Resultado: |z| = 4

EJERCICIO 15 ** lMedio IB - P1 TZO Noviembre 2004

Sabiendo que (a + ¢)(2 — bi) = 7 — ¢, halle el valor de a y de b, tal que a,b € Z.

1. Desarrollamos el producto, usando 2 = —1:

(a+14)(2 — bi) = 2a — abi + 2i — bi> = (2a + b) + (2 — ab)i.
2. lgualamos con 7 — i las partes real e imaginaria: 2a + b= 7y 2 — ab = —1, es decir, ab = 3.
3. De la primera, b = 7 — 2a. Sustituimos en la segunda: a(7 — 2a) = 3, 0 sea 2a*> — 7a + 3 = 0.

7+49-24 745 1

,asiqgueq=30a=—.
4 4 quea=30a=7

5.Comoa €Z,a=3yentoncesb="7—6 = 1. Comprobacion: ab = 3.

4. Resolvemos: ¢ =

Resultado:a =3,b=1

EJERCICIO 16 ** lMedio IB - P1 TZO Noviembre 2006

Sean z; y 2o numeros complejos. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones con dos incognitas,
221—|—322=7 21+122=4+4Z

Exprese las respuestas en la forma z = a + bi, donde a,b € Z.

1. Eliminamos z;. Multiplicamos la segunda ecuacion por 2: 2z; + 2izs = 8 + 8i.
2. Restamos esta ecuacion de la primera: (3 — 2i)zs =7 — (8 + 8i) = —1 — 8.

3. Despejamos y multiplicamos numerador y denominador por el conjugado del denominador, 3 + 2i:

~1-8 (-1-8i)(3+2i) —3—2i—24i—16i> 13— 26i
2o = = pr—y =
T 3-20  (3-2)(3+20) 13 13
4.De la segunda ecuacién, z; =4 +4i — iz =4+4i —i(1 —2i) =4+4i—7—2 =2+ 3.

5. Comprobacioén en la primera: 2(2+3¢) +3(1 —2¢) =4+ 6i +3 —6i = T.

=1-2.

Resultado: z; =2+ 3¢, 2o =1 — 23

EJERCICIO 17 **x Medio IB - P2 TZO Noviembre 2011
2—17 6+8

Sabiendo que z = halle los valores de u, u € R, tales que Rez = Im z.

.

1+14 u+1

1. Simplificamos el primer cociente multiplicando numerador y denominador por el conjugado del
denominador:
2-i_(2-9(1-i) _1-3 _1 3
1+i (1441 -1 2 2 2
2. Hacemos lo mismo con el segundo cociente (u es real, asi que el conjugado de u + i es u — 7):

648 _ (6+8i)(u—i) (6ut8)+(8u—6)i

u+i u? +1 w2 +1
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3. Separamos la parte real y la imaginaria de z:

R 1 6u+8 . 3 8u—6
ez ==— —— z2=—=— .
2T W+1’ m 2 w2+1

4.|mponemos Rez = Im z:
1 6u+8 3 B8u—6

(6u+8)— (Bu—6) 14—2u
— —_—— = = —_ = 2= = o
2 w41 2 w41 u? +1 u? +1
5. Quitamos el denominador (u? 4+ 1 # 0): 2u? 4+ 2 = 14 — 2u, es decir, u> + u — 6 = 0.
6. Factorizamos: (u — 2)(u + 3) = 0.

Resultado: u =20 u = —3

EJERCICIO 18 **x Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2018

Considere los numeros complejos distintos z = a +ib, w = c+ id donde a,b,c,d € R.

a) Halle la parte real de 2t v,
zZ—w

z+w

b) Halle el valor de la parte real de cuando |z| = |w].

zZ—w

a) 1. Multiplicamos numerador y denominador por el conjugado del denominador, (a — ¢) — i(b — d):
z+w _ [(a+c)+i(b+d)][(a—c)—i(b—d)]

z—w (a—c)?+ (b—d)?
2. Parte real del numerador (parte real por parte real mas parte imaginaria por parte imaginaria):
(a+c)a—c)+(b+d)(b—d)=a>—c+b —d
3. Por tanto,
z+w a?+ b - —d?
Re = .
z—w (a—c)?+ (b—d)?
El denominador no es cero porque z # w.

b) 1. Si|z| = |w|, entonces a® + b? = ¢ + d°. 2. El numerador del apartado a) es 0 y el denominador es
distinto de 0.
a’+ b —c?—d?

a-orr-ap > °

Resultado: a)
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EJERCICIO 19 * % Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2017

En el siguiente diagrama de Argand, el punto A representa el nimero complejo —1 + 47 y el punto B representa
el nimero complejo —3 + 0i. La forma de ABCD es un cuadrado. Determine los niumeros complejos que
representan los puntos C y D.

A
A
D
B >
O X
C
. . , . % . .
1. Escribimos los vértices como vectores: AB = B — A = (—3) — (-1 + 4i) = —2 — 43.

2. El recorrido A —+ B — C — D es en sentido contrario a las agujas del reloj (A arriba, B a la izquierda, C
abajo, D a la derecha). Por tanto ﬁ se obtiene girando E un angulo de 90° en sentido positivo, que
equivale a multiplicar por i:

BC =i(—2 — 4i) = 4 — 2i.
3.0=B+BO=-3+(4-2)=1—2.
—
4. En un cuadrado AD = ﬁ, asiqgue D = A+ BC = (=1 +44) + (4 — 2¢) = 3+ 2.
5. Comprobacion: C queda debajo del eje real y ligeramente a la derecha del eje imaginario, y D a la

derecha y por encima del eje real, como en el diagrama.

Resultado: C =1 —2i, D =3+ 2i

EJERCICIO 20 **x Medio IB - P1 Noviembre 1997

Seaz=3+ikyw=k+7i,dondekcRei=+—-1.
a) Exprese Z enlaformaa+ibdonde a,b € R.

b) Para qué valores de k es £ un numero real.

a) 1. Multiplicamos numerador y denominador por el conjugado de w, que es k — 7i:
z  (3+4ik)(k—Ti) (34 ik)(k—Ti)

w  (k+7i)(k —7i) k2 + 49
2. Numerador: 3k — 213 + ik? — 7i%k = 3k + Tk + i(k* — 21) = 10k + i(k*> — 21). 3. Por tanto
z 10k k2 —21

v i '
b) 1. Z esreal cuando su parte imaginaria vale 0: ’,j:;—ié = 0. 2. El denominador nunca se anula, asi que k? —
21 =0,y k= ++21

Resultado: a) 2 = % i k-2l p) p — +/21
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EJERCICIO 21 * % Medio IB - P1 Noviembre 1998

Si z = a + bi, donde a,b € R, calcule todos los pares ordenados (a, b) tal que 2% = —5 + 12i

1. Desarrollamos el cuadrado: (a + bi)? = a® — b* + 2abi.
2. Igualamos partes real e imaginaria con —5 + 123:

a® — b? = —5, 2ab=12:>b=§.

a

3. Sustituimos b en la primera ecuacion: a? — g = —5, es decir, a* + 5a® — 36 = 0.
a
4. Es una ecuacion de segundo grado en a’: (a* — 4)(a® + 9) = 0. Como a es real, a®> + 9 # 0 y por tanto
a2 =4,a=42.

5.Conb:6:sia:2,b:3;sia:—2,b:—3.

)

Resultado: (a,b) = (2,3) y (a,b) = (—2,—3)

EJERCICIO 22 * % Medio IB - P1 Mayo 1999

En el siguiente diagrama, dibuje el lugar de los puntos P(z,y), representando el nimero complejo z = z + iy,
sabiendo que |z —4 — 3i| = |z — 2 + 1.

s Y
2__
1__
X
: : : : H>
0 1 2 3 4 5
1+
24

1.Sean A =4+ 3i, es decir A(4,3), y B =2 — i, es decir B(2,—1). La condicién |z — A| = |z — B| dice que
P estd a la misma distancia de A que de B: el lugar es la mediatriz del segmento [AB].

2. Lo comprobamos con coordenadas: (z — 4)2 + (y — 3)2 = (z — 2)2 + (y + 1)2. Desarrollando, —8z — 6y +
25 = —4z + 2y + 5, es decir, z + 2y = 5.

3. Es una recta. Pasa por el punto medio de AB, que es (3,1), y es perpendicular a AB (la pendiente de
AB es2yladelarectaes —%).

4. Para dibujarla en el diagrama basta marcar dos puntos de la recta que caigan dentro de los ejes, por
ejemplo (1,2) y (5,0) (también pasa por (3,1)), y unirlos.

5
Resultado: el lugar es la recta « + 2y = 5, es decir, y = —g + 3 (la mediatriz de A(4,3) y B(2,-1))
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EJERCICIO 23 *% Medio IB - P1 Mayo 2003

El complejo z satisface la ecuacion /z = 1%2 + 1 — 4i. Exprese z de la forma z + iy donde z,y € Z.

1. Simplificamos la fraccién multiplicando por el conjugado del denominador:
2 2(1+1 2(1+1
_ ('—|—z). _ (+Z)=1+i.
1-¢ (1-4901+79) 2
2.Entonces /z=1+i+1—4i=2— 3i.
3. Elevamos al cuadrado ambos lados:

z=(2—-3i)% =4—12i 4+ 9i®> = —5 — 12i.

Resultado: z = —5 — 12¢

EJERCICIO 24 **x Medio IB - P1 TZ0 Noviembre 2005

Los numeros complejos z; = 14 Y 22 = 1%21 satisfacen la ecuacion z; + z, = 3, siendo a,b € R. Calcule el valor
de a y el valor de b.

. . ., a(l—1 a . b(1+ 2 b .
1. Racionalizamos cada fraccion: z; = % = 5(1 — i)Yz = % = 3(1 + 23).

a b a 2b)\ .
2.Sumamos: z; + z3 = (5 + E) + (—5 + 3) i =3.
a 2b

. N b
3. lgualamos partes real e imaginaria: g + 5= 3y 3 + 5= 0.

4.De la segunda, a = % En la primera: %b + g = 3, es decir, %b =3yb=>5.

5. Entonces a = % = 4.

Resultado:a =4,b=5

EJERCICIO 25 *x*x Medio IB - P1 Noviembre 2003

Considere la ecuacion 2(p + iq) = g — ip — 2(1 — i), donde p y ¢ son ambos numeros reales. Halle p y g.

1. Desarrollamos ambos miembros: 2p + 2¢gi = (¢ — 2) + (2 — p):.
2. Dos numeros complejos son iguales si lo son sus partes real e imaginaria: 2p =q—2y 2¢g =2 — p.
3. De la primera, ¢ = 2p + 2. Sustituimos en la segunda: 2(2p + 2) = 2 — p, es decir, 4p+4 =2 — p.

4.Entonces 5p = -2y p= —%.

2 6

5.¢g=2|—= 2=-.

a=2(-3)+2-¢
12

., g 12
6. Comprobacion de la segunda ecuacién: 2q = =3 y2—p= 5
Resultado: p = 2 =9
° p - 51 q - 5
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EJERCICIO 26 *% Medio IB - P1 TZ1 Mayo 2005

Resuelva la siguiente ecuacion para z, donde z es un numero complejo
z z—1 5
3+4i Bi 3_4i
Dé su respuesta en la forma a + bi donde a, b € Z.

—4i 1 ; 43 43
. Racionalizamos los denominadores: 3 ! =_= v _HErA) = 3+ Z.

1 — —’ — T — =
3+ 4 25 51 5y3—4i 25 5
2. Multiplicamos toda la ecuacién por 25: z(3 — 4¢) — 5i(z — 1) = 5(3 + 4i).

3. Desarrollamos: (3 — 44)z — 5iz + 5¢ = 15 + 204, es decir, (3 — 9i)z = 15 + 15i.
4

15(1 + 2 1+
. Despejamos: z = il +Z,) = ol +Z,).
3(1—39) 1-3¢

5(1+i)(14+3) 14+3i+i-3 —2+4

5. Multiplicamos por el conjugado: z = 10 2 2 = -1+ 2i.
L 142 z—1 242 3+ 41 5
6. Comprobacién: o y — = ; suUsuma es = -
3+ 4i 5 5% 5 5 3—4i

Resultado: z = —1 + 23

EJERCICIO 27 *x % Medio IB - P1 TZ1 Mayo 2009

Consideremos los numeros complejos z = 1+ 2i y w = 2 + ai, donde a € R. Calcule a cuando
a)  |w|=2lzf;

b) Re(zw) = 2Im(zw).

a) 1|z|=v1+4=+6y|w| =+4+a2 2. Lacondicion |w| = 2|z| da v/4 + a? = 24/5. Elevamos al cuadrado:
4+ a® = 20. 3. Entonces a®> = 16 y a = +4.

b) 1. Calculamos el producto: zw = (1 + 2i)(2 + ai) = 2 + ai + 4i + 2ai®> = (2 — 2a) + (a + 4)i. 2. La condicion
3
Re(zw) = 2Im(zw) da 2 — 2a = 2(a + 4). 3. Entonces 2 — 2a = 2a + 8, luego —4da =6y a = —3

3
Resultado: a) a = +4 b) a = o

EJERCICIO 28 ** Medio IB - P1 TZ1 Mayo 2022
Considere los nimeros complejos z; = 1+ biy 23 = (1 — b*) — 2bi, donde b € R, b # 0.
a) Calcule una expresion para z;29 en funcion de b.

. . ™
b) Usando lo anterior, sabiendo que arg(z122) = 7 calcule el valor de b.

a) 1. Multiplicamos: 2125 = (1 + bi) ((1 — b?) — 2bi) = (1 — b?) — 2bi + bi(1 — b?) — 2b%2. 2. Con 12 = —1: parte
real = (1 —b%) + 2b* = 1 + b%; parte imaginaria = —2b+ b — b* = —b — b® = —b(1 + b?). 3. Luego 2125 = (1 +
b%) — b(1 + )i = (1 + b%)(1 — bi).

b) 1. Como 1+ b > 0, multiplicar por ese factor no cambia el argumento: arg(z122) = arg(1 — bi). 2. Para que

arg(l — bi) = % hace falta que la parte real y la imaginaria sean iguales y positivas (primer cuadrante,
tan% =1): —b=1. 3. Entonces b = —1. Comprobacion: z;z2 = 2(1 + 3), de argumento %

Resultado: a) z12; = (1 +8?)(1 —bi) b) b= —1
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EJERCICIO 29 *xx Dificil IB - P1 TZO Noviembre 2010
. . . z+1 . .
Considere el numero complejo w = gy dondei=+/—-1yz==z+y.

a) Siw =1, determine z y expréselo de la forma z = rcis 6.
(2> +2z+y2+y) +i(z+2y+2)
(z +2)% + y?

c) A partir de lo anterior, compruebe que cuando Re(w) = 1 los puntos (z,y) pertenecen a unarecta Ly, y

escriba la pendiente de dicha recta.

b) Demuestre que w =

d) Sabiendo que arg(z) = arg(w) = ;—r, halle |z|.

T i, luego z + i = iz + 2. 2. Agrupamos: z — iz = 4, es decir, z(1 — i) = 4. 3.

. Z
a) 1. Ilmponemos w = i:
z

+2
Despejamos y multiplicamos por el conjugado del denominador:
i di(l4d) =1+
Tii T a-oa+y) 2
1 1 2 1/2
4. Modulo: r = 4/ 1 + 1= % 5. Argumento: z estd en el segundo cuadrante y tan 6 = 1#/2 = —1, luego
- 3
=
i 1 . . .
b) 1.Conz=z+iy:w= % Multiplicamos numerador y denominador por el conjugado del
T Y

denominador, (z + 2) — iy. 2. Denominador: (z + 2)? + y2. 3. Numerador:
(z+ily+1)((z+2) —iy) =z(z+2) —izy+i(y + 1)(z+2) + y(y + 1).

4. Parte real: 22 + 2z + y* + y. Parte imaginaria: —zy + (y + 1)(z +2) = —zy +zy + 2y + =+ 2 =z + 2y + 2
(@®+2z+y* +y) +i(z+2y+2)
(z +2)2 + 2
c) 1. Re(w) = 1 significa 2 + 2z + y* + y = (z + 2)® + ¢ (con (z + 2)? + y* # 0). 2. Desarrollamos el segundo
miembro: z? + 2z + y? + y = x? + 4z + 4 + 2. 3. Simplificamos: y = 2z + 4. Es la ecuacioén de una recta L.

4. La pendiente es 2.

. 5. Portanto w =

d) 1.Comoargz= % r=y=tcont>0.2.Comoargw = % Re(w) = Im(w) > 0, y los denominadores

coinciden, luego z? + 2z + y* + y = x + 2y + 2. 3. Sustituimos = = y = t: 2t> + 3t = 3t + 2, es decir, t> = 1.
4.Comot>0,t=1yz=1+i. (Comprobacién: Re(w) y Im(w) tienen numeradores 5 y 5, positivos.) 5.

|z] = T+ 1=+2.
V2 | 3¢ .
Resultado: a) z = 5 s b) demostrado c) pendiente 2 d) |z| = v/2

Queda demostrado.
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EJERCICIO 30 *k*x Dificil IB - P1 TZ1 Mayo 2014

La sucesién geométrica {u,}, de términos complejos, esta definida por u,1 = (1 + #)u,, Y u1 = 3.
a) Calcule el cuarto término de la sucesion, dando su respuesta en la forma z + iy, =,y € R.

b) Calcule la suma de los 20 primeros términos de {u,}, dando su respuesta en la forma ai(1 + 2™) donde
a € Cym € Z hay que determinar. Una segunda sucesion {v,} esta definida por v, = u,uni, k € N.

c) i) Muestre que {v,} es una sucesiéon geométrica.

(ii) Indique el primer término.

(iii) Muestre que la razén comun es independiente de k. Una tercera sucesion {w,} esta definida por w,, =
[Un, — Uni1].

d) Muestre que {w,} es una sucesién geométrica.

a) 1. Lasucesion es geométrica de primer término u; = 3y razén r = 1 + i, asi que u,, = 3(1 +4)" 1. 2.
Calculamos (1 +i)> =1+2i +i?2 =2iy (1 +14)3 = 2i(1 +i) = —2 + 2i. 3. Entonces uy = 3(1 +14)® = 3(—2 +

2i) = —6 + 6i.
. o - - W =1l
b) 1. La suma de los n primeros términos de una sucesion geometrica es S,, = ulr T Con n = 20:
——
(1+49)* -1 3[(1+44)*—1]
So0 =3~ : = : :

(1+2) -1 i

2. Como (1 +14)? = 2i, resulta (1 + )% = (24)'° = 21910 = 1024 - (—1) = —1024. 3. Sustituimos: Sy =

3(—1024 — 1 —3075 1 .
( _ ) — = 3075, porque - = —i. 4. Como 3075 = 3 - 1025 = 3 (1 + 2'?), se tiene Sy =
1 1 1
3 (1+2).
c) i) 1. Escribimos v, = upu,r = 3(1 + )" - 3(1 + ¢)TF~1 = 9(1 + 4)2»k=2_ 2. El cociente de dos términos
consecutivos es

Vpi1 9(1 +i)2”+k

v O(L+i)mik2 (1+1)* = 2,
constante. Por tanto {v,} es una sucesién geométrica.
(ii) El primer término es vy = uyuiyg = 3 - 3(1 + @)F = 9(1 + 7)k.
(iii) Larazén comun es 2i, que no depende de k.
d) 1. Tenemos u, — uyi1 = Uy — (1 + 4)u, = —iu,. 2. Tomamos modulos: w, = |—i| [u,| = |u,| = 3|1 +i[* 1 =

Wn 11 . .. o .
“—— — /2 es constante, asi que {w,} es una sucesién geométrica de primer

3(v2)" . 3. El cociente

término 3y razon /2.

n

Resultado: a) uy = —6 + 6i b) Sz = 3i (1 + 2'), es decir, a = 3, m = 10 ¢) ii) v; = 9(1 + i)*; razén comun 2i d)
{w,} es geométrica de razon /2. Queda demostrado.

Forma polar y exponencial

EJERCICIO 31 * Béasico IB - P1 Mayo 2001

Sabiendo que z = (b +4)?, donde b es real y positivo, halle el valor exacto de b cuando arg z = %

1. Desarrollamos el cuadrado: z = (b + )2 = b + 2bi + > = (b> — 1) + 2b3.
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T . . . T
2.Como argz = 3 el numero esta en el primer cuadrante y tan 3=

2b

¥_1

3. Quitamos denominadores: v/3b* — 2b — /3 = 0.
4. Formula de la ecuacion de segundo grado:

V3,

b

_2+VAFTE 244

2/3 23

Tel. 626 09 20 80

Imz_
Rez’
2 —1>0.
1
b=+3 0b=_——.
V3

5.Como b > 0, queda b = +/3. Comprobacion: > —1 =2 > 0y Imz = 2+/3 > 0, asi que z = 2 + 2/3 i tiene

™
argumento 5

Resultado: b = /3

EJERCICIO 32 * Béasico IB P1 Mayo 1998

Exprese el nimero complejo z = —2 + i2v/3 en la forma re donde § € R, y r > 0.

(22 +(2v3)2=v4+12=4.

1. Médulo: r = |z| =

2. El punto (-2, 24/3) estd en el segundo cuadrante. El angulo de referencia cumple tan o = 242@ =/3,

—
luego a = 3.

3. Argumento: § = — I = 21,
4. Comprobacion: 4cos 2 = —2'y 4sen 2 = 21/3.

Resultado: z — 4¢i ¥

EJERCICIO 33 * Béasico IB

Sea z; zr(cos% +1 sen%) Yy 29 = 1++/31
a) Escriba 25 en forma médulo-argumental.

b) Halle el valor de r si |2 23| = 2

a) 1. Modulo: |z| =

T T
. 3. Portanto z = 2 (cos 3 + isen 5)

P1 TZ0 Mayo 2006

b) 1. El médulo de un producto es el producto de los médulos, y el de una potencia es la potencia del

; 1
modulo: [2123| = |z1]|z2[®. 2. Con |z;| =7 Y |z5| = 2:7- 2% = 2. 3. Entonces 8r = 2y r = 1

1
Resultado: a) z, = 2 <cos % + isen %) b) r = 7
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EJERCICIO 34 *% Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2011

Los numeros complejos z; = 2 — 2i y 2z, = 1 — /3 estan representados en un diagrama de Argand mediante
los puntos A y B, respectivamente. Sabiendo que O es el origen,

a) Halle AB, exprese la respuesta de la forma av/b — v/3, donde a,b € Z*.

b) Calcule A0B en funcién de .

a) 1. Los puntos son A(2,—2)y B(1,—+/3). 2. AB=B - A= (-1, 2 — 4/3). 3. Calculamos su médulo:
AB =1+(2-V3?=1+4-4V3+3=8-4/3=4(2-3).

4. Luego AB = 2v/2 — /3, de la forma pedidacona =2y b = 2.

. —2 , g .
b) 1. Aestden el cuarto cuadrante y tan(argz;) = = = —1,asique argz; = —%. 2. B también esta en el
—v3 , , — . .

cuarto cuadrante y tan(arg z3) = T\[ = —+/3, asi que arg zs = *g' 3. El angulo AOB es la diferencia de
los argumentos:

—_ ™ ™ ™

AOB=—- — — = —,

3 4 12

Resultado: a) AB = 2v/2 — v/3b) A0B = 1”_2

EJERCICIO 35 * % Medio IB - P1 TZ0O Mayo 2006
s ™

Seaz1=r<cosz +isenz>yz2=1+\/§i.

a) Escriba z; en la forma médulo-argumental.

b) Halle el valor de r si |21 - 23| = 2.

a) 1. Paraz,=1++3i: |2a] = +/1+ 3 =2. 2. Estad en el primer cuadrante y tan6 = v/3, luego arg z, = —. 3.

w3

T T
Por tanto zo = 2 (cos 3 + isen §)

Tel. 626 09 20 80

b) 1. Elmddulo de un producto es el producto de los modulos: |z;25| = |z1| |z[2. 2. Aqui |21 = 7y |z]? = 23 =

1
8, asi que 8r = 2. 3. Despejamos: r = 1

1
Resultado: a) z, = 2 <cos % + i sen %) b)r= 1

EJERCICIO 36 *x* Medio IB - P2 TZ0O Noviembre 2005
Los numeros complejos z; Y zo SON 2y = 2+ 14, 20 = 3 + 4.

a) Halle z; - 23, expresando su respuesta en la forma a + bi, a,b € R.
. 1

b) Laforma polar de z; se puede escribir (x/g, arctan 5).

(i) Exprese la forma polar de z, y de z; - 25 de forma similar.

. . . 1 1
(ii) A partir de lo anterior, compruebe que g = arctan 3 + arctan 3

a) 1. Desarrollamos, con 2 = —1: 2120 = (24 ¢)(3 + %) = 6 + 2i + 3i + i = 5 + 5i.
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1
b) )1 2z, =3+ 4 mddulo+v9+1=+/10,y estd en el primer cuadrante con tan = 3 luego argumento
arctan % Forma polar: (\/E, arctan%). 2. 2125 = 5 + 53: modulo /25 + 25 = 5+/2, primer cuadrante con
tan @ = 1, luego argumento % Forma polar: (5ﬁ, %)

(ii) 1. Al multiplicar numeros complejos se multiplican los médulos y se suman los argumentos. Los moédulos
cumplen v/5 - v/10 = v/50 = 5v/2. 2. Los argumentos de z; y z, son positivos y menores que % asi que su

suma esta en |0, 7| y es el argumento principal de z;2,. Por tanto, arg(z;22) = arg z; + arg z»:

T 1 1
— = arctan — + arctan —.
4 2 3

1
Resultado: a) z12z0 = 5+ 57; b) i) 29 = (\/ 10, arctan 5)' 2129 = (5\/_, %) Queda demostrado.

EJERCICIO 37 *x % Medio IB - P2 TZO Noviembre 2011

Los numeros complejos z; y 2z tienen argumentos comprendidos entre 0 y 7 radianes. Sabiendo que z; - 2z, =
V3 +iyque Z—l = 24, halle el médulo y el argumento de z; y de z.
2

1. Al multiplicar complejos se multiplican los médulos y se suman los argumentos; al dividir, se dividen los
maodulos y se restan los argumentos.

. 1
2. Del producto: |21 22| = |f\/§ +1i| = v/3 + 1 = 2. Esta en el segundo cuadrante con tan ¢ = —%, luego
5
arg(z122) = r
3. Del cociente: |2i| = 2y arg(2i) = g
4. Modulos: |z1||z2] =2y % = 2. Multiplicando ambas igualdades, |z1|?> = 4, asi que |z1| =2y |2| = 1.
2
5. Argumentos: sean « = arg z; Y 8 = arg z3, ambos en [0, 7. Entonces a + 8 € [0,27] y a — 8 € [, 7],
con
5 e
a —|— ﬂ = F, a ,3 = 5
(los argumentos coinciden salvo multiplos de 2, pero cualquier otro valor se sale de los intervalos
permitidos).
4 2
6. Sumando: 2a = ?W, luego a = ?w Restando: 28 = g, luego 8 = %
2
Resultado: |z;| = 2, argz; = ?ﬂ, |zo| =1, argzg = %
EJERCICIO 38 * % Medio IB - P2 TZ0 Noviembre 2012

Sea w = cosd + isen. Calcule, en funcién de 6, el médulo y el argumento de (1 — w?)".

1. Como w = cosf + isend, por De Moivre w? = cos 20 + i sen 26.
2. Portanto 1 — w? = (1 — cos 26) — isen 26. El conjugado es

(1- w2)* = (1 — cos26) + isen26.
3.Usamos 1 — cos20 = 2sen? @ y sen 20 = 2sen @ cos 6:
(1—w2)* = 2senf (senf + icosf).
T T
4. Como senf = cos (5 — 9) y cos @ = sen (5 — 0).

(1 — wz)* = 2senf cis (g — 9) .
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5. El médulo es |2sen 6] = 2|sen §|. El argumento es g — 6 cuando senf > 0, por ejemplo para0 < 8 < « (si

sen § < 0, el factor negativo suma = al angulo).
6. Comprobacion del modulo: [1 — w?|? = (1 — cos 26)? + sen? 20 = 2 — 2 cos 26 = 4sen? .

Resultado: ‘(1 - w2)*‘ = 2|senf)|, arg (1 — wz)* = g -0

EJERCICIO 39 ** Medio IB - P2 TZ1 Mayo 2019
Seaz=a+bi,a,bce R yseaargz =286.

a) Muestre los puntos que representan a z y z — 2a en el siguiente diagrama de Argand.

A Imz

Rez

b) Encuentre una expresion en funcion de 6 para

(i) arg(z—2a);

(ii) arg (z _Z2a).

c) Usando lo anterior, o de otro modo calcule el valor de 6 para el cual Re (

Z _
z2—2a)

a) 1.Comoa,b >0, el punto z = a + bi esta en el primer cuadrante, con coordenadas (a,b). 2. z — 2a = —a +
bi tiene coordenadas (—a, b): es el simétrico de z respecto al eje imaginario, en el segundo cuadrante y a
la misma altura b. 3. Los dos puntos estan a la misma distancia del eje imaginario y sus vectores de
posicién tienen el mismo modulo.

b) i) 1. z—2a = —a+ bies el simétrico de z respecto al eje imaginario. 2. El simétrico de un punto con
argumento 6 respecto al eje imaginario tiene argumento = — 0 (queda en el segundo cuadrante, y m — 0 €
/2, ).

Luego arg(z — 2a) =7 — 6.

(ii) 1. El argumento de un cociente es la diferencia de argumentos:

arg —argz—arg(z —2a) =60 — (v —0) =20 — .

z — 2Q

o
2.Como0 <6< 5 se cumple —m < 20 — 7 < 0, asi que es el argumento principal.

c) 1. Ademas, |z — 2a| = |z|, luego “_ tiene médulo 1 y su argumento es 26 — «. 2. Un nimero complejo
zZ — aQ

no nulo tiene parte real 0 si su argumento es ig. 3.Con20 — 7 = —g se obtiene § = % La otra

posibilidad, 26 — & = g, dag= 3%, que no esta en |0, w/2[.

Resultado: b) i) arg(z — 2a) = = — 0, ii) arg

™
:2 — M = =
p— 0 —m; c)o 1
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EJERCICIO 40 *% Medio IB - P2 TZ2 Mayo 2018

2+ 7i
6+2i

a) Exprese z en la forma a + ib, donde a,b € Q.

Considere el numero complejo z =

b) Halle el valor exacto del moédulo de z.

c) Halle el argumento de z, con una aproximacion de 4 lugares decimales.

a) 1. Multiplicamos por el conjugado del denominador:
 (2+T)(6—2i) 12— 4i+42i —14i* 26 +38i

(6 +29)(6 — 21) 3644 40
. 13 19,
2. Simplificando, z = 20 + %z.
b) 1. Con el resultado anterior:
12 169 n 361 530 /530
zZl = —_— —_— = —_— = —
400 400 400 20
53 53 /530
2. Comprobacion con el cociente de modulos: £ =4/—==—.
40 0 20
c) 1. La parte real y la imaginaria son positivas, asi que z esta en el primer cuadrante y el argumento es
a arctan 19/20 t 19
Irgz = = =0
= 13/20 T3
2. Con la calculadora (en radianes), arg z = 0,9707.
13 19 V530
Resultado: a) 2 = — + —1i; b =——:C ~ rad
u ) z 50 + 20@, ) |2 50 ) arg 2z ~ 0,9707
EJERCICIO 41 ** Medio IB - P1 TZ1 Mayo 2017

Considere los nimeros complejos z; = 1 +1/3i, 2o = 1+ yw= %
a) Expresando z; y 25 en forma de médulo-argumento escriba

(i) elmddulode w

(ii) el argumento de w.

b) Calcule el menor valor del entero positivo n para el cual w™ es un numero real.

a) 1.z =1++/3i|z|=+1+3=2y estaen el primer cuadrante con tanf = v/3, luego arg z, = 3. Asi
71 =2cis . 2.z =1+ |2 = V2, arg zg = §-Asizy = V2 cis 4. 3. Al dividir se dividen los modulos y se
restan los argumentos:

4. (i) [w| = V2. (i) argw = Z.
b) 1. Por el teorema de De Moivre, w" = (\/5)" cis 15 2. Es real cuando su parte imaginaria es cero, es decir,
sen 17 = 0, 0 sea 17 = km con k entero. 3. Entonces n = 12k, y el menor entero positivo es n = 12.

Resultado: a) (i) v2 (i) 5 b) n = 12
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EJERCICIO 42 * % Medio IB - P1 TZO Noviembre 2005

El triangulo OAB tiene vértices en los puntos 0(0,0), A(2,+/3) y B(+/3,2). Se rota el tridngulo % radianes
sobre el origen, de modo que laimagen de A es A’ y laimagen de B es B'. Halle el valor exacto de las
coordenadas de:

a) A.
b) B
a) 1. Girar I (en sentido antihorario) alrededor del origen transforma (z,y) en (zcos ¥ —ysen %, zsen % +
1 3 1 3
ycosz), CONcos 5 = 2yseng:@.2.ParaA(2,\/§):w’:2-§—\/_ %:1—52—5.3.y’:2~§+
1 V3 3v3
V3=Vt =5
1
b) 1.ParaB(+3,2):2' =3 = — 2\/—§ ﬁ ﬁzf\/—g.Z.y’:\/ﬁ-ﬁJﬂ —:—+1:§
2 2 2 2 2 2 2
1
Resultado: a) A’ ( 3\[) b) B’ ( §, g)

EJERCICIO 43 **x Medio IB - P2 TZ1 Mayo 2008

Encuentre, en su forma mas simple, el argumento de (sen + i (1 — cos§))* donde 6 es un angulo agudo.

0 0 0
1. Usamos las férmulas del angulo doble: senf = 2sen§ cos o y 1 — cosf = 2sen® 5

2. Entonces

0 0 0
senf + i(1 —cosf) = 2sen5 (cosi +isen§) .

0 0
3.Como # es agudo, 0 < = < % y 2sen 3 > 0. Es un modulo positivo, asi que el argumento del numero es

2
0
5
4. Al elevar al cuadrado, el médulo se eleva al cuadrado y el argumento se duplica (teorema de De
. 0
Moivre): (sen + i(1 — cos §))” = 4 sen® = (cosf + isenf).
5. El argumento es 4, que estd en | — m, 7.

Resultado: arg = 0

EJERCICIO 44 * % Medio IB - P1 TZ1 Mayo 2009

Si z es un numero complejo no cero, definimos L(z) por la ecuacion L(z) = In|z| 4+ i arg(z), 0 < arg(z) < 2.
a) Muestre que cuando z es un numero real positivo, L(z) = In z.

b) Utilice la ecuacion para calcular i) L(—1); ii) L(1 — 4); iii) L(—1 + 7).

c) Usando lo anterior, muestre que la propiedad L(z;22) = L(z1) + L(22) ho se cumple para todos los valores
de z1 ¥ 2.

a) 1. Siz esreal positivo, |z| = z. 2. Su argumento es 0, que esta en [0, 27[. 3. Entonces L(z) =Inz+¢-0 =

In z.

b) i)1|-1=1yarg(—1)=m. 2. L(-1) =Inl+ir = im.
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b) i) 1. |1 —i| = v/2. El punto (1, —1) esta en el cuarto cuadrante, con angulo —g. Con 0 < arg < 2m, arg(1l —

T T s 1 s
)=2r——=—.2.L(1—14) =1 == —i.
)=2m-7=-r.2.L01-9) n\/§+4z 52+ i
3 1 3
b) i) 1. |[-1 +i| = v/2. El punto (—1,1) esta en el segundo cuadrante: arg = f 2. L(-1+1) = 3 In2+ ZFZ

c) 1.Tomamosz =1—iyz =—1+i.Suproductoes z1zp = (1 —4)(—1+i)=—1+4+i—3>=2i 2. |2 =
1 1
2y arg(2i) = g, asique L(z122) =In2 + gz 3. Por otro lado, L(z1) + L(23) = §1n2 i In2+

4 4
La propiedad no se cumple en general.

T 3 5 5
(—ﬂ + —W) i=In2+ 7”@ 4. Las partes imaginarias son distintas (g * 7”), luego L(z123) # L(z1) + L(23).

1 7 1 3
Resultado: b) i) L(~1) = im; ii) L(1 — i) = 5 In2 + fi; i) L(~1+14) = 3 In2+ T”i. Queda demostrado (a y c).

EJERCICIO 45 4% Medio IB - P2 TZ2 Mayo 2021

Considere z = cosf + i senf, donde z € C, z # 1.

1
Muestre que Re (1 a z) =0.

1.Como z = cos @ + isend, se cumple |z| =1y z* = cosf — isend, con zz* = |z|2 = 1.
2. Multiplicamos numerador y denominador por el conjugado del denominador, 1 — z*:

142z  (1+2)(1-=2%)

1—2 (1—2)(1-2%)"
3.Eldenominadores 1 —z — z* + 22* =2 — (2 + 2*) = 2 — 2 cosf. Es real y distinto de cero, porque z # 1.
4.Elnumeradores 1 —z*+z—zz*=1—1+4 (2 — 2*) = z — z* = 2isend.
1+2z  2isenf  isenf
1—2 2—2cosf 1—cosf
6. Por tanto Re (i +Z) =0

5. Entonces , un numero imaginario puro.

—Z

Queda demostrado.

EJERCICIO 46 **x Medio IB - P2 TZ1 Mayo 2021

Considere los numeros complejos

2k 2k
z:2<cos%+iseng> y w8<cosTﬂ-—isenTﬂ-), keZt.

a) Calcule el moédulo de zw.
b) Calcule el argumento de zw en funcién de k.
Supongamos que zw € Z.

c) i) Calcule el minimo valor de k. ii) Para el valor de k encontrado en el apartado (i), calcule zw.

a) 1. El médulo de un producto es el producto de los médulos: |zw| = |z||w| = 2 - 8.

2k 2k 2k 2k
b) 1. Escribimos w en forma polar: w = 8 (cos Tﬂ — 1 sen T”) =38 (cos (—Tﬂ) + 1 sen (—%)), asi

2k m  2kmw
que argw = ———. 2. El argumento de un producto es la suma de los argumentos: arg(zw) = -
(1-—2k)m
= .
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. . - (1—2k)m
c) i) 1. zw es entero cuando es real, es decir, cuando su argumento es multiplo de =: — = mm, Con

m € Z,0seal—2k=>5m.2. Probamosk=1,2,3,....1—2k=—1, —3, —5,... Los dos primeros no son
multiplos de 5; k = 3da 1 — 2k = —5, que si lo es. 3. El minimo valor es k = 3.
1-6)r

(i) 1.Conk = 3:arg(zw) = 3

= —mY |zw| = 16. 2. zw = 16(cos(—7) + ¢ sen(—m)) = 16(—1 + 0) = —16.
(1—2k)w c

5 )i) k=3ii) zw = —16

Resultado: a) |zw| = 16 b) arg(zw) =

EJERCICIO 47 *x*k Dificil IB - P2 TZ2 Mayo 2014

a) Sabiendoqueu=1++v3iyv=1—4
(i) exprese uy v enforma médulo-argumental.

(i) a partir de la anterior, halle «® - v*. Los numeros complejos v y v se representan en un diagrama de

Argand mediante el punto A y el punto B, respectivamente. El punto A se rota g en sentido contrario al de
las agujas del reloj alrededor del origen O, convirtiéndose en el punto A’. El punto B se rota % en el
sentido de las agujas del reloj alrededor de O, convirtiéndose en el punto B'.

b) Halle el 4rea del triangulo OA'B’. Sabiendo que u y v son raices de la ecuacion z* + bz® + c2? + dz + e = 0,
donde b, ¢,d, e € R,

c) hallelos valoresdeb, c,dye.

a) i) 1 Parau=1++/3i:|ul =+/1+3 =2 Estaen el primer cuadrante y tan 6 = /3, asi que argu = g
Luego u = 2cis ;—r 2.Parav =1—1:|v]| =1+ 1 = /2. Esta en el cuarto cuadrante y tan = —1, asi que
argv = —%. Luego v = +/2cis (72)

(i) 1. Usamos el teorema de De Moivre: u® = 23 cism = 8cism y v* = (v/2)% cis(—7) = 4 cis(—m). 2.
Multiplicamos médulos y sumamos argumentos: u*v? = 32cis(m — 7) = 32cis0 = 32.

™ . . . m . . . 5T
b) 1. Rotar 3 en sentido antihorario suma — al argumento y no cambia el modulo: A’ corresponde a 2 cis —.

: . 3 .
2. Rotar g en sentido horario resta g: B’ corresponde a /2 cis —ZW) 3. El angulo entre OA’' y OB’ es

5 3 19 19 5

% = (—Tﬂ) = 1—;, que equivale (por el otro lado) a 27 — 1—; = % 4. El area del triangulo es
1 5 1 6 2 V1242 3+1

3 (04|08 |sen 5 = 32 V2 senT5" = V2 ‘FII - 5= f; ~ 1,37

c) 1. Los coeficientes son reales, asi que las raices no reales vienen en pares conjugados. Las cuatro raices
de la ecuacion de grado 4 son u, u*, v y v*. 2. Para u y u*: suma = 2, producto = |u|* = 4. El factor es 2% —
2z + 4. 3. Parav y v*: suma = 2, producto = |v|*> = 2. El factor es 2? — 2z + 2. 4. Multiplicamos con ¢ = 2? —
2z: (t+4)(t+2) =12+ 6t +8.5. Como #* = z* — 423 + 422 queda 2* — 423 + 422 + 622 — 122 + 8 = 2% —
423 + 1022 — 12z + 8. 6. Comparando coeficientes obtenemos b, c, d, e.

V3+1
2

Resultado: a) i) v = 2cis %, v = +/2cis (—%) i) udv* = 32 b) Area = ~137¢c)b=—4,¢c=10,d= —12,

e=28
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EJERCICIO 48 *x*x Dificil IB - P2 TZ2 Mayo 2007

Seau=1++3iyv=1+14 dondei? = —1.
V3+1 V3-1.
2 + 1.

a) i) Compruebe que % =

2
(ii) Expresando tanto ¢ como v en forma médulo-argumental, compruebe que v V2 (cos % + isen 17r—2)
v
soe . . Tr
(iii) A partir de lo anterior, halle el valor exacto de tan I3 expresando la respuesta en la forma a + b/3,
donde a,b € Z.

b) Utilice la induccion matematica para demostrar que se cumple que (1 + \/?;z)n =27 (cos % + isen %)

paran € Z*.
c) Seaz= M Calcule Re z.
V2v—u

a) i) 1. Multiplicamos numerador y denominador por el conjugado de v, 1 — i:

u:(1+\/§i)(1—i):1—i+\/§i—\/§i2:(1+\/§)+(\/§—1)i:\/§+1+\/§—1i.

v (1+4)(1—1d) 2 2 2 2

(i) 1. w =1+ +/3i: modulo 2, argumento % (primer cuadrante, tanf = 1/3). Luego u = 2cis ;—r 2.v=

1 + ¢: médulo /2, argumento % Luego v = v/2cis g 3. Al dividir se dividen los modulos y se restan

los argumentos:

u 2 <7r 7r> \/§( g tisi 7r)
— T — — e — = - ln_ .
v V2 P\37 1 COST THI T,

(iii) 1. 1gualamos los resultados de i) y ii). Dividiendo la parte imaginaria entre la real (el factor v/2 se cancela):

can T sinfs _ (v3-1)/2  v3-1

12_cos% (\/§+1)/2_\/§+1'
2. Racionalizamos, multiplicando por /3 — 1:

(V-1 _4-28 , g

(V3+1)(v/3-1) 2

b) Usamos que 1+ +/3i =2 (cos g + isin %)

1 3
1. Caso base, n = 1: 2 (cosg + isin g) =2 (5 + §z> =1+ /3i. Se cumple.

2. Hipétesis de induccion: suponemos que para n = k se cumple (1 + v/3i) = 2 (cos ?ﬂ + isin ?ﬂ)

3.Paran=k+1:

3 3 3
4. Multiplicamos y usamos las férmulas de suma de angulos:

k+1 k k
(1—&—\/52') = 2k (cos?ﬂ'—&—isin—ﬂ)-2(cosz+isinz).

k+1 k+1
— gk+l [(cos ’% cos § — sin%’r sin 73—r) + 1 (sin%’r cos § + cosk—gr sin %)] = ok+1 (cos % + 7sin %) .

5. Es la formula paran = k + 1. Como se cumple paran = 1Y, si se cumple para k, se cumple para k + 1,
por induccidn es cierta paratodon € Z*.
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c) 1. Tenemos v2v = +/2 + +/24, de modo que
 (V2+ 1)+ (V2+ V3)i
(V2-1)+(vV2-V3)i
2. Multiplicamos numerador y denominador por el conjugado del denominador, (/2 — 1) — (v/2 — v/3)i. La
parte real del numerador resultante es
(V2+1)(V2-1)+(V2+V3)(vV2—-+v3)=(2-1)+(2-3) =0.

3. El denominador es |\/§v — ul?, real y distinto de cero. Luego Rez = 0.

Resultado: a) iii) tan 177—2 =2 — +/3; ¢) Rez = 0. Queda demostrado.

EJERCICIO 49 *k*x Dificil IB - P1 TZ1 Mayo 2018

Considere w = 2 (cos g +isen %)
a) (i) Exprese w? y w? en forma de modulo-argumento.

1

a) (i) Dibuje en un diagrama de Argand los puntos representados por w’, w', w? y w®. Estos cuatro puntos

forman los vértices de un cuadrilatero, Q.

b) Demuestre que el area del cuadrilatero Q es %\/3 Seaz=2(cosZ +isenZ), nec Z"*. Los puntos
representados en un diagrama de Argand por 29, z1, 22... 2" forman los vértices de un poligono P,.

c) Muestre que el area del poligono P, se puede expresar en la forma a (b" — 1) sen Z, donde a,b € R.

2 2
a) (i) 1. Aplicamos De Moivre: w" = 2" <cos % + isen %) 2. w? =4 (cos ?ﬁ + isen ?) 3. w?

8 (cosm + isen).

a) (i) 1. w® = 1 esta sobre el eje real positivo, en (1,0). 2. w! =1+ 14+/3, en (1,1/3). 3

1 3
4 <—§ + z%) = —242iv/3, en (—2,2V3). 4. w® = —8, en (—8,0), sobre el eje real negativo. 5. Los

puntos estan a distancias 1, 2,4, 8 del origen y en las direcciones 0, %, ?ﬁ y 7. Unidos en orden (y
cerrando el Ultimo con el primero a lo largo del eje real) forman el cuadrilatero Q.

b) 1. El origen esta sobre el lado que une w’ y w?, asi que Q se descompone en tres triangulos con vértice

en el origen y lados ww!, w'w?, w w3 2. Area de un tridngulo con dos lados r1, 72 y dangulo 6 entre eIIos

1 1 1

57’17'2 sen 6. El angulo en el origen es = enlos tres. 3. Areas: 3 1-2- \Qf \2[ .2-4. £ = 2\/_ —
3 4 16 214/3

8~§=8\/§.4.Suma:\/7—+2\/§+8\/§:\/_+ *g+ W3 _ ;/—

km km , . ™
c) 1. Ahora zF =2* (cos — +isen —) asi que |2¥| = 2% y cada punto avanza un angulo — respecto al
n n n

anterior. El ultimo, z7, tiene argumento 7 y esta sobre el eje real negativo; el origen queda sobre el lado
que une 2° con z". 2. El poligono se descompone en n tridngulos con vértice en el origen, de lados 2% y

T
2k+1 y angulo oy’ parak =0,1,...,n — 1. El area del triangulo k es
1
Z ok oktlgen T ghgen T
n n
3. Sumamos una serie geométrica de razén 4:
n—1
‘ T T 4"—-1 1 T
A =] —_ k — —_——— = 4" — 1 —.
rea = sen ,;,04 sen— - T =3 ( )senn

1
4. Es de la forma pedida con a = 3 yb=4

2
Resultado: a) (i) w? = 4cis i} w3 =8cism; c) a =

1
- b=4
3’ 3
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Queda demostrado.

EJERCICIO 50 *%xx Dificil IB - P2 TZ1 Mayo 2004
Un numero complejo z es tal que |z| = |z — 3i|.

. N 3
a) Demuestre que la parte imaginaria de z es 3

b) Sean z; y 2 los dos posibles valores de z, tales que |z| = 3 i) Dibuje un diagrama para mostrar los puntos
que representan z; Y z; en el plano complejo, donde z; esta en el primer cuadrante. ii) Demuestre que
™
argz; = 5 iii) Calcule arg 2zs.

k
c) Sabiendo que arg (z12z2) = m, encuentre el valor de k.
1

a) 1. Seaz =z +yi.Lacondicion |z| = |z — 3i| equivale a |z|* = |z — 3i|%:
2+ =2+ (y - 3)%

3 3
2. Desarrollamos: y*> = y*> — 6y + 9, luego 6y =9y y = 5 Asi, Imz = 3

. . . 3 . . .
b) i) 1. Los dos puntos estan sobre la recta horizontal Im z = 2 y sobre la circunferencia de centro el origen
y radio 3. Por simetria, z; y z; son simétricos respecto del eje imaginario. z; esta en el primer cuadrante y

3 9 27 3v3 , 3v3 3.
2y, en el segundo. 2. Con y = o z? + =9 luego =% = T Vr= i\T[. Asi, 2, = Tf +5iy =
33 L3,
2 2
. Imz, 3/2 1 ) . ™
(i) 1. Para z;: sen(argz;) = W =3 =73 2. Como z; esta en el primer cuadrante, arg z; = 5
1

— o o T 5w
(iii) 1. z, = —Z7, simétrico de z; respecto del eje imaginario, luego arg z, = 7 — 5" 6"

k
q VAN
c) 1. Elargumento de un producto es la suma de argumentos y el de un cociente es la resta: arg (12—2) =
(3

k 5 k k
karg z; + arg zo — arg(2i) = % + % — g = % + g 2. lgualamos a 7: % + % =, luego 5=3 yk=4.

3. (Los argumentos pueden diferir en multiplos de 2; el valor positivo mas pequefio es k =4y, en
general, k = 4 + 12m con m entero.)

3vV3 3. V3 3. 5
i —1,22:f£+—z;argz1:z,argzz:—ﬂ-c)k:4.

3
Resultado: a) I =-Db =
JImz=3bla=—=+3 2 2 6 6

Queda demostrado.
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EJERCICIO 51 %% Dificil IB - P1 TZ2 Mayo 2022

En el siguiente diagrama de Argand, los puntos Z;, O y Z, son los vértices del tridngulo Z;0Z,, descrito en
sentido contrario a las agujas del reloj.

A Imz
Z,
Z,
a
0
>
0o Rez

El punto Z; representa el numero complejo z; = rie'®, donde r; > 0.
El punto Z, representa el nimero complejo zo = roe??, donde ry > 0.

Los angulos «, # se miden en sentido contrario a las agujas del reloj desde la parte positiva del eje real, de
modotalque 0 <, <2ry0<a—0<m.

a) Muestre que z1 25 = 79 e’ donde z5 es el numero complejo conjugado de z;.

b) Sabiendo que Re (z12,) = 0, muestre que Z;0Z, es un triangulo rectangulo.

En los apartados (c), (d) y (e), considere el caso particular en el que Z;0Z, es un triangulo equilatero.
c) i) Exprese z; en funcién de z,. i) A partir de lo anterior, muestre que 22 + 22 = z; 2.

Sean z; y z; las raices distintas de la ecuacion 22 + az + b =0, donde z € Cy a,b € R.

d) Utilice el resultado del subapartado (c)(ii) para mostrar que a> — 3b = 0.

Considere la ecuacion 22 +az + 12 =0,donde z € Cy a € R.

e) Sabiendo que 0 < a — 6 < 7, deduzca que con el punto O y las raices de esta ecuacion se puede formar
un solo triangulo equilatero Z;02;.

a) 1. Elconjugado de z, = e” es zy = e (mismo médulo, argumento opuesto). 2. Multiplicamos: z;z; =
riei® . poe® = piryeila=t),
b) 1. Por el apartado a): Re(z125) = rir2 cos(a — 8) = 0. 2. Como 77y > 0, resulta cos(a — ) = 0. 3. Con 0 <
T
a — 6 < 7, launica soluciones a — 6 = 3 4. o — 0 es el angulo del tridangulo en el vértice O (entre OZ; y

0Z,). Vale g, asi que 7,027, es rectangulo, con el angulo recto en O.

c) i) 1. Sieltriangulo es equilatero, 0Z; = OZ;, luego r; = o, y el angulo en O mide 7—?:, es decir,a — 6 = %
2. Entonces z; = ryei(?5) = 2, ¢if.

(i) 1. Sustituimos z; = ze'd: 22 + 22 = 22 (eizs“ + 1) y 2120 = 23¢'%. 2. Basta ver que ¢'¥ +1 = e'¥: el primer

3 1 3 .
£i—i—l = -+ i', quee5cos7—r +1 senz = e's. 3. Por tanto z%+z§ = 2129.
2 2 2 3 3
d) 1. Por las relaciones de Cardano-Vieta para 22 +az+b=0: z; + 20 = —a Yy z12; = b. 2. Entonces 27 + 22
(21 + 29)% — 22125 = a® — 2b. 3. Por (c)(ii), a® — 2b = 212, = b, luego a* — 3b = 0.

. 1
miembro es ~3 +
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e) 1.Conb =12, la condicidn del apartado d) da a? = 36, es decir, a = 6 0 a = —6. 2. Las raices de 22 + az +

—a £ Va2 — 48 —a +1V12 . . ,
a 2a - ; = —g + /3 (conjugadas, no reales). 3. Si a = 6: las raices
5 7
son —3 + /34, de médulo v/12 y argumentos Fﬁ (parte imaginaria positiva) y % (parte imaginaria

12=0son z =

. s 5 s
negativa). Tomando z; la de argumento 5 y 22 la de argumento ?: a—0= 3’ quecumple0 < a—0 < .
. , 11 . .
4.Siq = —6: las raices son 3 + v/34, con argumentos % y Tﬂ Ordenadas con 0 < ¢, § < 27, la diferencia

5 . ;
es i%, que no esta en ]0, 7[. No cumple la condicion. 5. Solo a = 6 cumple 0 < a — 8 < m, asi que se
forma un unico triangulo equilatero Z;02,.

Queda demostrado.

EJERCICIO 52 **x*x Dificil IB - P1 TZO Noviembre 2022

Sea z, el numero complejo que se define asi: z, = (n* +n+ 1) +4, paran € N.
a) i) Halle arg(z). ii) Escriba una expresién que dé arg(z,) en funcion de n.

Sea w, = 29212223 ... 2,12, Paran € N.

b
b) i) Muestre que arctan(a) + arctan(b) = arctan (1a—+ab

de cualquier otro modo, muestre que arg(w;) = arctan(2)

), paraa,b € R™, ab < 1.ii) A partir de lo anterior o

c) Pruebe mediante induccién matematica que arg(w,) = arctan(n + 1), paran € N.

a) )1.2=(0+0+1)+4=1+14, que esta en el primer cuadrante con parte real e imaginaria iguales. 2.
arg(zg) = arctanl = z

4
(i) 1. La parte real n? +n + 1 es siempre positiva (primer cuadrante), asi que el argumento es el arco
. 1
tangente del cociente. 2. arg(z,) = arctan S

b) i) 1. Sean A = arctana y B = arctanb, con a,b > 0. Entonces A4, B € |0, g [ ytan A = q, tan B = b. 2.
, tan A + tan B a-+b 1
Formula de la tangente de una suma: tan(A + B) = = .3.Comoab< l,a< = =
. gente ce an(4 + B) I_tanAtanB  1-ab RN
tan (5 — B), luego A < — — B, esdecir, A+ B € }0, — { En ese intervalo la tangente es inyectiva, asi que
a+b
1—ab

. b
A + B = arctan ( ) 4. Es decir, arctan a + arctan b = arctan ( at )

1—ab
(ii) 1. wy; = 2021y 21 = 3+ 4. Los dos argumentos estan en ]0, g [, asi que arg(w,) = arg zp + arg z; =
1 : . 1 1 1 +1
arctan 1 + arctan 3 2. Aplicamos (i) cona=1, b= 3 (ab = 3 < 1): arctan1 + arctan 3= arctan . ‘;’ =
-3
4/3

A 4
arctan 2—/3 = arctan 2. 3. Comprobacion directa: w; = (1 +¢)(3 + ¢) = 2 + 44, de argumento arctan 3=

arctan 2.
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c) 1. Sea P(n): arg(w,) = arctan(n + 1). 2. Caso base n = 0: wy = 2 Y arg(z) = :l_r = arctan 1 = arctan(0 + 1)

. Se cumple P(0). 3. Hipétesis de induccion: suponemos P(k) cierta para algun k € N: arg(wy) =
arctan(k + 1). 4. Paso inductivo: wy; = wpze1 Y 2k = (K +1)2+ (k+1) +1) +i = (k> + 3k + 3) + 4.

Entonces arg(wy1) = arg(wy) + arg(zx1) = arctan(k + 1) + arctan (Ambos argumentos estan

k2 +3k+3°
en }0, g [, y su suma queda en |0, 7|, asi que es el argumento principal.) 5. Aplicamos (i) cona =k + 1Y

k+1
b= ——— . Secumpleab= ———— < 1, porque k> +3k+3—(k+1)=k*+2k+2 > 0. 6.
K +3k+ 3 Pleab = ap g < LPorque k4 3k +3— (k+ 1) =&" + 2k +2 >

a+b (k+1)(E>+3k+3)+1 Kk3+4k>+6k+4 (k+2)(k*+2k+2)
1—ab (B2+3k+3)—(k+1) kK +2k+2 k> +2k+2
tanto arg(wek+1) = arctan(k + 2) = arctan((k + 1) + 1), es decir, P(k + 1) es cierta. 8. Como P(0) es cierta y
P(k) = P(k+ 1), por el principio de induccién arg(w,) = arctan(n + 1) para todo n € N.

Calculamos

=k+2.7 Por

Queda demostrado.

Teorema de De Moivre y potencias

EJERCICIO 53 * Béasico IB - P1 TZ1 Mayo 2008

Exprese ;3 en la forma < donde a,beZ.
(1-iv3) b

1. Pasamos 1 — 41/3 a forma polar: |1 — i/3| = /T + 3 = 2. Esta en el cuarto cuadrante y tan = —+/3, asi
que arg = —g. Entonces 1 — i1/3 = 2cis (,g)

2. Por el teorema de De Moivre:

(1 - i\/§>3 = 23 cis(—m) = 8(—1) = —8.

3. Por tanto
1 1 1
(1_i\/§)3 -8 8"
-1
Resultado:
EJERCICIO 54 **x Medio IB - P1 TZO Noviembre 2009

. n ’
Halle los valores de n para los cuales (1 + \/51) es un numero real.

1. Escribimos 1 + /314 en forma polar: |1 ++/3i| = /1 + 3 = 2y, al estar en el primer cuadrante, arg =
s . . . T
arctan v/3 = o Es decir, 1 +v/3i = 2cis 3
2. Teorema de De Moivre: (1 + v/34)" = 2" cis % —on (COS % +isen%).
3. El numero es real cuando la parte imaginaria es cero: sen M _o.

4. Esto ocurre cuando n—; = km con k entero, es decir, n = 3k.

Resultado: n = 3k, con k € Z (los multiplos de 3)
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EJERCICIO 55 % Medio IB - P2 TZ2 Mayo 2010

Sabiendo que z = cos 6 + isen §, compruebe que:

1
a) Im(z”+—n> =0,necZ"
z

z—1
- 1
b) Re(z+1) 0,z+#
a) 1. Por el teorema de De Moivre, z" = cosnf + i sennf. 2. Como cos(—nf) = cosnb y sen(—nfb) = —sennb,

. 1 1 .
se tiene = = z ™ = cosnf — isennf. 3. Sumamos: 2" + — = 2cos n@, que es un numero real. 4. Por tanto
z

z
1
Im <Z” + —n> =0.
z
b) 1.Como z # —1, el denominador z + 1 no es cero. Multiplicamos numerador y denominador por el
conjugado del denominador, z* + 1:
z=1 (g=1gF1) == HFs—5 =1

z+1  (z2+1)(z*+1) |z + 12
2.Como |z| = 1, 22" = cos? @ +sen?d = 1, y el numerador queda z — z*. 3. Pero z — 2* = 2isen 6, asi que

z—1 2isenf
z+1  |z+1)%

. L . . N -1
con denominador real y positivo. Es un nhumero imaginario puro. 4. Por tanto Re (z?) = 0.
z

Queda demostrado.

EJERCICIO 56 **x Medio IB - P2 TZO Mayo 2006

Sea z = cosf + 1senf, para —% <6< %

a) i) Halle z3 usando el teorema del binomio.

(i) Utilice el Teorema de De Moivre para comprobar que cos 30 = 4cos®6 — 3cosf y sen 30 = 3send — 4sen®

b) A partir de lo anterior, demuestre que sen36 — sen 6 = tané.
cos 360 + cos 6§

1
c) Sabiendo que senf = 3 halle el valor exacto de tan 36.

a) i) 1. Por el teorema del binomio, con ¢ = cosf, s =sinf y i = —1, 3> = —i:
2% = (c+is)® = & + 3c%(is) + 3c(is)? + (is)® = & — 3cs® +i (3c®s — 57).
(i) 1. Por el teorema de De Moivre, 23 = cos 36 + isin 36. 2. Igualamos las partes reales: cos 30 = cos> § —
3 cos 8 sin? 6. Sustituimos sin? 6 = 1 — cos2 6:
cos 30 = cos® @ — 3cosh + 3cos® § = 4cos® 6 — 3cosh.
3. Igualamos las partes imaginarias: sin 30 = 3 cos? 6 sin @ — sin® 6. Sustituimos cos26 = 1 — sin’6:

sin36 = 3sinf — 3sin® 0 — sin® 0 = 3sinh — 4sin> 4.
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b) 1. Usamos las férmulas del apartado anterior:
sin360 — sinf = 2sinf — 4sin® § = 2sinf (1- 2 sin? 6) ,
cos 36 + cos@ = 4cos® 6 — 2cosf = 2cos b (2c0520 -1).
2.Como 1 — 2sin’ 6 = cos 20 y 2cos?f — 1 = cos 26, ambos paréntesis son iguales. Ademas, para —% <
0 < % se cumple cos 26 # 0y cosf # 0, asi que podemos simplificar:

sin3f —sinf  2sinfcos20  sinf

cos360 +cosf  2cosfcos20  cosf = tand.
1 1 1
c) 'ICOhsmH——ycos@>0(porquefz<0< )cos@— —_— —251n30—3 5—4 77 =1-
4% 22 f " iova
— == — 4 cos? avef22 _g) 2 2 Ve —
57 = 97" 3.cos30 = cos0( cos? 6 — 3) 3 (9 3> 3 9 o7 4. Por tanto tan 360 =
23/27 23 232
10v/2/27  104/2 20
i 3 3 -2 o 2 9 = 3 2 \/—
Resultado: a) i) z° = cos® 6§ — 3 cos 8 sin 9+z(3005 0sin @ — sin 0) c) tan 30 = ——. Queda demostrado.

EJERCICIO 57 % Medio IB - P1 TZ® Noviembre 2007

Demuestre que (v/3 + z)n + (V3 - z)" es real, donde n € Z*.

1. Sea w = v/3 + i. Entonces v/3 — i = w* es su conjugado.

2. Escribimos w en forma médulo-argumental: |jw| = 4/3+ 1 = 2y, al estar en el primer cuadrante con
tanf = i, argw = z Luego w = 2cis T y w* = 2cis (—z>.
V3 6 6 6
3. Por el teorema de De Moivre:
w" 4+ (w)" =2 [cis LI (—Eﬂ =" [cos DT pisin = 4 cos 2 isinﬂ} .
6 6 6 6 6 6
4. Los términos imaginarios se cancelan y queda w” + (w*)" = 2"*! cos %, que es un numero real para

todon € Z*.

Queda demostrado.

EJERCICIO 58 *x*x Medio IB - P2 TZ1 Mayo 2008
Seanz; = (1+iv3)" y zp = (1 — i)™
a) Calcule los médulos y argumentos de z; y 25 en funcion de m y n, respectivamente.

b) Usando lo anterior, calcule los menores enteros positivos m y n para los cuales z; = z».

a) 1. Paral+iv/3: médulo /T + 3 = 2; primer cuadrante con tané = /3, luego argumento % Es decir, 1 +
iv/3 = 2cis ;—r 2. Por De Moivre: z; = 2™ cis % Modulo 2™ y argumento % (salvo multiplos de 27). 3.
Para 1 — i: modulo v/2; cuarto cuadrante con angulo de referencia ;—r luego argumento fizr. Es decir, 1 —

i=/2cis < 4) 4. Por De Moivre: z, = 2"/ cis (—%) Mddulo 22 y argumento f%ﬂ

b) 1. Dos numeros complejos son iguales si tienen el mismo méddulo y sus argumentos difieren en un

(g , mm nm
multiplo de 27. 2. Médulos: 2™ = 27/2, Juego n = 2m. 3. Argumentos: ERy + 2km con k € Z.
Sustituimos n = 2m: % = f% + 2k, es decir, 5?m = 2k, 0 sea bm = 12k. 4. Como 5 y 12 no tienen

divisores comunes, m debe ser multiplo de 12. El menor entero positivo es m = 12 (con k = 5), y entonces
n = 24. 5. Comprobacion: z; = 22 cisdm = 4096 y z, = ((1 — i)2)12 = (—2i)'? = 212412 = 4096.
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mm nm
Resultado: a) |z;| = 2™, arg z; = = |22 = 272, arg 2, = I b)m=12,n =24
EJERCICIO 59 * % Medio IB - P1 TZ1 Mayo 2012
Sizi =a+aV3iy 2z =1—1i, donde a es una constante real, exprese z; y z; en la forma rcis 6, y obtenga una
., z1 6 . .
expresion para (—) en funcién de a y 7.
22

1.z =a+av3i=a(1++/34). Elnimero 1 + /3 tiene médulo 2 y argumento g (primer cuadrante,

tanf = /3).
2.Sia > 0: z; = 2acis g Sia < 0, el médulo es 2|a| y el punto esta en el tercer cuadrante: z; = 2|
3.2, = 1 — i: mddulo /2, cuarto cuadrante, tanf = —1, luego zy = V2 cis (—g)

T

2a oy
127

4. Paraa > 0, el cociente tiene modulo = 4/2ay argumento T_ (——)

V2 3 4
z1 . T
= =42 —.
pou \fac1s 12

5. De Moivre:

2\’ 6  Tw 6 . O 6 ) 6+
= = (\/§a> cis — = 8a’cis — = 8a’(0 — ¢) = —8a’i.
z9 2 2
. , . 4r  «
6. Para a < 0 el resultado es el mismo: el médulo es v/2|al, el argumento del cociente es 3 + 1
1
(\/§|a|)6 cis % = 8alcis 3% = —8a%.

. A, ‘
Resultado: z; = 2a cisg (sia > 0) 0 z; = 2|alcis ?ﬁ (sia < 0); 20 = V2cis (—%); (i) = —8a%
2

EJERCICIO 60 * % Medio IB - P1 TZ1 Mayo 2013

a) Siw =2+ 2i, encuentre el modulo y el argumento de w.

. 5 5 ..
b) Sabiendo que z = cos (%) + isen (%) calcule en su forma mas simple w*z5.

‘,47r
af cis ==

I
<

a) 1 |w| =+v22+22=+/8 =2v2. 2. w esta en el primer cuadrante y tan§ = ; =1, luego argw = %

b) 1.Dea):w = 2+2cis % Por De Moivre:
4
wt = (2\/5) cism = 64(—1) = —64.
5
2.z = cis %, asi que 28 = cis 57 = cis® = —1. 3. Multiplicamos: w*z% = (—64)(—1) = 64.

Resultado: a) |w| = /8, argw = % b) w28 = 64

EJERCICIO 61 **x Medio IB - P1 Mayo 2000

3
Seaz =a(cosZ +isenl)yz =b(cosE +isenZ). Exprese (2) enlaformaz =z +iy

1. Por la divisidn en forma polar, el médulo se divide y los argumentos se restan:

24 (o (D rom(F-P) - on () (B
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2. Por el teorema de Moivre, elevamos a 3 el médulo y multiplicamos el argumento por 3:

(2) = 5 (5 o ()

ﬂ 3_0,3\/57(13\/51.
DTS 28

22

3 3
Resultado: (z—l) = V2a (1—1)

22

EJERCICIO 62 **x*x Dificil IB - P1 TZO Noviembre 2009
a) Seaz =z + iy cualquier numero complejo distinto de cero.

1
(i) Exprese — enlaformau + iv.
z

(i) Siz+ % =k, k € R, compruebe que o bieny = 0, o bien 22 + 32 = 1.
(iii) Compruebe que si 22 + y?> = 1 entonces |k| < 2.

b) Seaw =cosf +isend.

(i) Compruebe que w" +w™" = 2cosnb, n € Z.

(i) Resuelva la ecuacion 3w? — w + 2 — w ! + 3w~2 = 0; dé las raices en la forma = + iy.

a) i) 1. Multiplicamos numerador y denominador por el conjugado:
1 T — 1y T —1y

2 @ti)z—dy) @+y7

2.Esdecir,1: A
2 5172+y2 $2+y2

(i) 1. Sumamos:
1 T . Y
Z—I—;: .’B+m +1 y—m2+y2 .

) = 0. 3. Un producto es cero si

2. Como la suma es el real k, su parte imaginariaes cero:y (1 — ——
$2 _|_y2

_ i 2 2 __
m—O,esdemr,x +y* =1

lo es algun factor: o bien y = 0, 0 bien 1 —
(iii) 1.Siz®>+y?>=1,laparterealesk =z + % = 2z. 2. Ademas z? = 1 — y* < 1, luego |z| < 1. 3. Por tanto
k] = 2Ja| < 2.
b) i) 1. Por el teorema de De Moivre, w™ = cosnf + isennf. 2. Como w™" = (w") "Ly jw| =1, w™" =
cos(—nb) + isen(—nb) = cosnf — isennfb. 3. Sumando, w" + w™" = 2 cosnb.

(ii) 1. Agrupamos los términos: 3 (w? + w?) — (w+ w™') + 2 = 0. 2. Por el apartado anterior: 3(2 cos 26) —
2cosf +2 =0, es decir, 3cos20 —cosf +1=0.3. Con cos 20 = 2cos?f — 1: 6cos?’d —3 —cosf+1=0,0
sea 6 cos? 6 — cosf — 2 = 0. 4. Resolvemos la ecuacion de segundo grado en cos 6:

1+ +/1+48 1+7 2 1
0= = 0== 0=—=.
cos T 1 = cos 3 O cos 5
5.Como w =cosf +isenfysenf = ++/1 — cos? 0:
. 2 5
o Slcos0:§,sen9::|:§;

V3

1
Sicosf = —=, senf = £—.
L4 COSs 5 sen 5
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6. Se obtienen cuatro raices, que son las cuatro de la ecuacién de grado 4 que resulta al multiplicar por w?

e
|5

Resultado: b) ii) w = g +

N =

EJERCICIO 63 *x%x Dificil IB - P2 Noviembre 2002
Sea el complejo

T . T\ 2 T . T\3
cosz—zsen— cos — +1sen —

5= 4 3 3
(cos I _ i sen 1)4
24 24

a) i) Halle el moédulo de z.

(ii) Halle el argumento de z y exprese su respuesta en radianes.

b) Use el Teorema de De Moivre para mostrar que z es una raiz cubica de la unidad, es decir z = /1.

c) Simplifique (1 + 22)(2 + 2%) y exprese su respuesta en la forma a + bi, donde a y b son nimeros
reales exactos.

. .- . . T, ™ . ™
a) i) 1. Escribimos cada factor en forma polar. Como cos « — i sen o = cis(—a): cos 7 lseny =cis (_Z>’

4

™ ™ s
— — — =cis(——). 2. T los f r ienen moédulo 1 i =1.
cos o 7sen 21 c1s( 24) odos los factores tiene odulo 1, asi que |z|

.. . . . T . LT .
(ii) 1. Aplicamos el teorema de De Moivre: el numerador tiene cis <—§> - cism = cis 3 y el denominador

. ™ Lo s s ™ .2 27w
cis <_E)' 2. Al dividir se restan los argumentos: argz = — — (——) =3 3. Luego z =cis EX y 3 €

2 6

T, 7.

2
b) 1. Por De Moivre, 2® = cis (3 . %) = cis 2m = cos 2w + isen 27 = 1. 2. Como z® = 1, z es una raiz cubica de

la unidad.
2 2 1 3 4 1 3
c) 1. En forma cartesiana: z = cos ?W + isen ?ﬂ =-3 + gz 2. Calculamos 22 = cis ?W =-3" %z 3.
3 3 - 3 3 3
Entonces 14+ 2z2=1—-1+4++3i=+3iy2+22= == % 4. Multiplicamos: v/3 i (5 = %z) = 3V3,
3 3 3
a8, 808,
2 2 2

1. Queda demostrado.

2 3 3
Resultado: a) i) |z| = 1ii) argz = ?ﬂ- c) (1+22)(2+22) = 5 + 3\2/_
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EJERCICIO 64 *x*x Dificil IB - P2 Noviembre 1999

(i) a) Calcular (1+14)? donde i = +/—1.

() b) Pruebe, usando la induccion matematica, que (1 +i)*" = (—4)", donde n € N*.
(i) c) Usando lo anterior o de cualquier otra forma, calcule (1 + )32

(i) Seaz = Y602 vy, — 1

(ii) a) Escriba z; y 2; en la forma r(cos0 + isenf), donder >0y —5 <0 <

vl

(i) b) Muestre que 2 = cos {5 + isen 5.

(ii) c) Calcule el vanr de Z en la forma a + bi, donde a y b deben determinarse exactamente en forma radical.

Usando lo anterior o de cualquier otra manera calcule los valores exactos de cos {5 Y sen 5.

(i) a) 1. Desarrollamos el cuadrado de un binomio y usamos > = —1: (1 +4)? = 1 + 2i + 4> = 2i.

b) 1. Caso base (n = 1): por el apartado a), (1 +i)* = ((1+ i)2)2 = (2i)? = 4i® = —4 = (—4)'. Se cumple. 2.
Hipotesis de induccion: suponemos que (1 + )% = (—4)* para un cierto k € N*. 3. Paso inductivo: (1 +
)AEFD) — (14 4)% (1 +4)* = (—4)F - (—4) = (—4)**1, usando la hipétesis y el caso base. 4. La propiedad es
ciertaparan =1y, silo es para k, lo es para k + 1. Por el principio de induccion, es cierta para todo n €

N*.

c) 1.Como 32 =4-8, aplicamos b) conn = 8: (1 +i)** = (—4)% = 65536.

(i) a)1. Paraz = @ = \/ng r= g L % = /2. 2. Dividimos entre r: cos§ = % = ? y senf =
\\/[25/2 = —%. El 4ngulo esta en [ 3, 5], luego 6 = f%. 3. Paraz;=1—iir=+/1+1=1+/2, cosf = %,
senf = L luego 0 = z

V2' 4

b) 1. Al dividir niumeros complejos en forma moédulo-argumental se dividen los moédulos y se restan los

argumentos: 2 Q [cos (,f =F E) + isen (,E + f)} 2. Como —~ + T_T resulta — = cosl +
29 V2 6 4 6 4 6 4 12’ 29 12

isen Iz’

c) 1. Multiplicamos numerador y denominador por el conjugado del denominador:

21 V6—iV/2 1+4 (\/6—1'\/5)(14—1').

7 20—i) 1+i 4
2. Desarrollamos: (v/6 — iv/2)(1+4) = V6 + iv6 — iv2 + v2 = (V6 + v2) + i(V6 — v2). 3. Por tanto X —

22
V6+v2  VE—V2 .
+ 1.
4 4
Valores exactos: 1. Por b), 2L _ cos % + i sen 11 Igualando partes real e imaginaria con el resultado de c):
22
™ _V6++2 \/— T _V6-v2
COS — = sen —
12 4 12 4

Resultado: a) 2i b) demostrado por induccién c) 65536 (ii) @) 21 = V2 [cos (%) + isen (— =
V2 [cos (—%) +isen (—%)] b) demostrado c) ‘[Jr f \[ V2, el q il

4 4
)
4

. Queda demostrado.
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/ I .
Raices n-esimas

EJERCICIO 65 * Basico IB - P1 TZO Noviembre 2011

Halle las raices cubicas de i ; exprésalas de la forma a + bi, donde a, b € R.

1. Forma polar de i: médulo 1, argumento g, asique i = cis (g + 2k7r).

2. Las raices cubicas son

2+ 2k 2k
2, = Cis (w) = cis (E—F—ﬂ), k=0,1,2.

3 6 3
T /3 1
3.k=0:cis — = — 4+ —i.
0: cis 5 5 \;-—21
5 3 1
4. k=1 cis— = —— + =i.
C1S 36 2 —+ 21
5.k=2:cis§=—i.
6. Comprobacion con —i: (—i)% = —i3 = .
V3ol V3 o1
Resultado: — + =3, —— + =, —
2 +2Z. 2 +2z, i

EJERCICIO 66 * Béasico IB - P2 TZ1 Mayo 2019

Resuelva 22 = 4e4§, dando sus respuestas en la forma
a) re?donder,dcR,r>0;
b) a+ibdondea,bec R.

a) 1. Escribimos z = rei®. Entonces z2 = r2e2f y la ecuacion es r2e%? = 4e%. 2. lgualamos médulos: r2 = 4, y

como r > 0, r = 2. 3. Igualamos argumentos, salvo multiplos de 27: 20 = g + 2k, es decir, § = % + kn. 4.
51

Con k =0y k =1 obtenemos las dos soluciones distintas: § = % yo= i

V2 V2

b) 1. Pasamos a forma cartesiana con e = cosf + isen#. 2. 2T = 2 (— +1

2 "2
2<—£—i£) = —/2 —1iV/2.

Resultado: a) z = 2¢T 02 =2eT:b) 2 = V2 +iv202 = V2 —iV/2

> =2 +iv2.3.2e%F =
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EJERCICIO 67 **x Medio IB - P1 TZO Noviembre 2008

a) Hallar las raices de la ecuacion z* =1 —i.
b) Dibuje con precisidon estas raices sobre un plano de Argand.

. , . P 22
c) Siz eslaraiz en el primer cuadrante y z; es la raiz situada en el segundo cuadrante, halle —
21

expresandolo en la forma a + bi.

a) 1. Escribimos 1 — 3 en forma polar: |1 —i| = V/2'y, al estar en el cuarto cuadrante, arg(l — i) = —%. Asi,

1—i=+2cis (f% + 2k7r). 2. Sea z = rcisf. Entonces z* = r* cis 4. Igualando médulos: 7* = v2 = r =
T km

21/8 . |gualando argumentos: 40 = —% +2kr =0 = === + <> 3. Tomamos k = 0, 1,2, 3 (cuatro raices

distintas) y llevamos cada argumento a | — =, 7]:
2, = 218 cis (7171-_6) , 2 =2Y8cis %’ z. = 248 cis %, zq = 218 cis (—?—g) .
b) 1. Las cuatro raices estan sobre la circunferencia de centro el origen y radio 2/ ~ 1,09. 2. Forman un

cuadrado: cada una esta separada de la siguiente % Hay una en el cuarto cuadrante (argumento _17r_6'

. . . T . L .
muy cerca del eje real positivo), otra en el primero (E' cerca del eje imaginario positivo), otra en el
15 . . 9 . L .
segundo (1—(?, cerca del eje real negativo) y otra en el tercero (—1—2, cerca del eje imaginario negativo).

, . 1
c) 1. Laraiz del primer cuadrante es z; = 21/8cis I—g y la del segundo cuadrante es z, = 21/8cis % 2. Al

dividir se dividen los moédulos y se restan los argumentos:

29 . (15w Tmw . T . T .
— =Cl§S| — — — | =CIS— =CO0S — +1sen — = 1.
21 16 16 2 2 2
k . .
Resultado: a) z = 21/8 cis (—% + 777)' k =0,1,2,3 b) cuatro puntos que forman un cuadrado inscrito en la
z
circunferencia de radio 21/8¢) 22 =0+ 13 = i
21

EJERCICIO 68 % Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2008

Sea cos 27 + isen 2m
w = — —.
5 5

a) Compruebe que w es una raiz de la ecuacion z° — 1 = 0.
b) Compruebe que (w — 1)(w* + w? + w? + w+ 1) = w® — 1y deduzca que w* + w3 + w2+ w+1=0.

. . 2 4 1
c) A partir de lo anterior compruebe que cos ?ﬂ + cos ?W =3

a) lw=cis 2?” Por el teorema de De Moivre, w® = cis (5 . 2%) = cis 2m = cos 27 + ¢sen 27 = 1. 2. Luego
w®—1=0ywesraizde 2> — 1 =0.
b) 1. Desarrollamos:
(w—Dw'+v +w’+w+l) =+ + v+’ +w—w - - —w-1=vw’ -1
2. Por el apartado a), w® — 1 = 0, asi que (w — 1)(w* + w® + w? + w + 1) = 0. 3. Como w # 1 (su argumento

2m 4 3 2
es ?), el factor w — 1 no es cero. Por tanto w* + w®> + w* +w + 1 = 0.
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. 2k 2k
c) 1. Por De Moivre, w* = cos TW + isen Tﬁ Tomamos partes reales en 1+ w + w? + w® + w* = 0:

o 271'Jr 471'Jr 67r+ 8 —0
cos 3 cos 3 cos 3 cos 7 =0
2. Como cos%r = cos (27r 4%) = cos%r ycos%r = cos (27r 2?71-) = cos 25 resulta
1+ 2c08 22 + 2008 == = 0
cos 5 + 2cos 5 Y
2 47 1
3. Despejando: — + — = ——.
pej cos = cos e >
Queda demostrado.
EJERCICIO 69 **x Medio IB - P1 TZO Noviembre 2004

Sabiendo que z € C, resuelva la ecuacion 23 — 8i = 0, expresando las respuestas en la forma z = r(cos 8 +

isenb).

1. Despejamos: 23 = 8i.
2. Escribimos 8¢ en forma polar: 8; = 8 (cos g + isen g), con modulo 8 y argumento g Anadimos las

™
vueltas completas: argumento 3 + 2km.

, . . . 2+ 2k 2k
3. Las raices cubicas tienen modulo /8 = 2 y argumento 4 = W‘Tﬂ = % o Tﬂ, conk=0,1,2.
T 27 5w T 4 3
4, k= 0_— k=1.0=—=+—=—. k=20=—=+—=—.
Para 0: 6 Para 6 3 5 Para 5 + 3 5
5 3 3
Resultado:z:2(cos%+zsen ( s——i—zsen ér),z:2<cos§+isen?ﬂ->

EJERCICIO 70 ** Medio IB - P1 Mayo 2002
a) Exprese el nimero complejo 8; en forma polar.
b) Llamaremos z a la raiz cubica de 8 situada en el primer cuadrante. Exprese z:

(i) enforma polar

(ii) en forma cartesiana.

. 2. Por tanto 8 =

a) 1. El numero 8¢ esta sobre el eje imaginario positivo: modulo 8 y argumento

8 (congriseng) = 8cis£.

2
. , . . , . 2+ 2k 2km
b) i) 1. Las raices cubicas de 8; tienen mddulo /8 = 2 y argumento 7T/+T7T = % + — 3 ,conk=0,1,2. 2.
Los argumentos son % 5—77 y 3—77 Solo X r € }0 — [ corresponde al primer cuadrante. 3. Luego z = 2c1s%
" . 3
(ii) 1. Pasamos a forma cartesiana: z = 2 (cos% + isen %) =2 (% + ?) 2. Asi, z = V3 +i.

Resultado: a) 8i = 8cisg b) i) z = 2cis% i) z=13+i
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EJERCICIO 71 ** Medio IB - P2 Noviembre 2003

Sea z° —32=0.

. 21 . 27 , . .,
(i) Compruebe que z; = 2 | cos 5 + isen 3 es una de las raices complejas de esta ecuacion.

(i) Calcule 22, 23, 21, 27, expresando las respuestas en términos de médulos y argumentos.

(iii) Represente en el plano complejo los puntos definidos por zi, 27, 23, 21, 2}.

. . 10 10
(i) 1. Por el teorema de De Moivre, 2} = 2° (cos Tﬂ + isin Tﬂ) = 32(cos 27 + isin 27) = 32. 2. Luego 2} —
32 =0y 2; es raiz de la ecuacion.

2
(i) Aplicamos De Moivre, (7 cis 49)’C =rkciskf, conr =2y 6= %:

4
1. z% = 4cis —W.

5

. 6 4 . ,

2.2} = 8cis ?ﬂ = 8cis (—%), pues el argumento principal esta en ] — m, 7.

8 2
3.2t =16cis ?ﬂ' = 16cis (—?ﬂ)
4.z = 32cis 2w = 32cis0.

(ii) 1. Los cinco puntos del plano de Argand son z1 ~ 0,618 + 1,90, 22 ~ —3,24 + 2,35i, 23 ~ —6,47 — 4,703,
z2t~4,94-152iy zi”zz 32. 2. Al pasar de cada punto al siguiente, el modulo se multiplica por 2 y el
argumento aumenta ?ﬂ (72°). Los puntos forman una espiral que se abre en sentido antihorario: z;

(mddulo 2, angulo 72°) en el primer cuadrante, z? (médulo 4, 144°) en el segundo, z} (médulo 8, 216°) en el
tercero, zi (modulo 16, 288°) en el cuarto y 27 (mddulo 32, 360°) sobre el semieje real positivo.

4 4 2
Resultado: 2? = 4cis ?ﬂ 23 = 8cis (—%) 24 = 16.cis (—%) 25 = 32cis 0. Queda demostrado.

EJERCICIO 72 * % Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2011

1+1iv3
R

a) Exprese z® + 1 como producto de dos factores: uno lineal y otro cuadratico. Sea vy =

b) (i) Compruebe que ~ es una de las raices cubicas de —1.
(i) Compruebe que v* =~ — 1.

(iii) A partir de lo anterior, halle el valor de (1 — «)S.

a) 1.z=-lanulaz®+1,asique (z+1) es factor. 2. Dividimos: 23 + 1 = (z + 1) (2> — z + 1). Comprobacion:
(z+1)(2—2z+1)=22-22+2+22—2z+1=23+1.
. 14+1iv3 . , 1 3 . . .
b) ()1y= +TZ\/_ tiene maédulo 4/ 1 + 1= 1y argumento g, es decir, vy = cis g 2. Por De Moivre: v% =
cism = —1. Entonces v es una raiz cubica de —1.
2
. 1+144/3 14+2i/3-3 —1+iV3
(i) 1. Calculamos 72 = ( ) - e = T

4 4 2
—1+4v3 .
%\/—. Coinciden, luego % = v — 1.

14+14v/3 -2
. 2. Por otro Iado,yflz# =

(iii) 1. Dey2 =~ — 1 se obtiene 1 —y = —v2. 2. Entonces (1 — )¢ = (—72)6 =~12.3.Comoy3 = —1:y12 =
4
() =(-Dt=1
Resultado: a) 2° + 1 = (z + 1) (2> — z + 1) b) (iii) (1 — 7)® = 1. Queda demostrado.
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EJERCICIO 73 * % Medio IB - P2 TZ2 Mayo 2019

a) Halle las raices de la ecuacién w® = 8i, w € C. Dé las respuestas en forma cartesiana. Una de las raices,
wy, satisface la condicién Re(w;) = 0.

b) Sabiendo que w; = L,, exprese z en la forma a + bi donde a,b € Q.
z—1

a) 1. Escribimos 8; en forma polar: 8; = 8cis T 2. Las raices cubicas tienen médulo /8 = 2 y argumentos

2+ 2k 2k 1
7r/+—7T:24——7r,conk:0,1,2.3.Paral~z:0:w:2cisz:2 £+—i =+v3+i 4 Parak=1:
3 6 3 6 2 2
5 3 1 3
w = 2cis = = 2 —£+—i :—\/§+i.5.Parak:2:w:2cis—7T:—2i.
6 2 2 2
b) 1. La unica raiz con parte real nula es w; = —2i. 2. Igualamos y despejamos z: —2i = z,:>—2i(z—
zZ—1
i) = z = —2iz — 2 = z. 3. Agrupamos: z(1 + 2i) = —2, luego
—2 —2(1 — 27) —2+ 41
= = = .
1+2¢ (14 2i)(1—2) 5
2 4
Resultado: a) w = v/3 + i, —v/3 +4i, —2ib) z = —3+gz‘
EJERCICIO 74 * % Medio IB - P1 TZO Noviembre 2017

Determine las raices de la ecuacion (z + 2i)® = 2164, z € C, dando sus respuestas en la forma z = a/3 + bi,
donde a,b € Z.

1. Escribimos el segundo miembro en forma polar: 216¢ = 216 cis 1.

2
, 2k
2.Sea w = z + 2i. Entonces w? = 216cis g, con modulo v/216 = 6 y argumentos % + TW, k=0,1,2.
3. Calculamos las tres raices:
. k:OZw:GCiS% —6 (\/7§+%z> = 34/3 + 3i.

5

. kzl:wzﬁcis%:—3\/§+3i.
3

. k:2:w:6cis§:—6i.

4. Restamos 2¢ a cada una, ya que z = w — 2i:

e z=3v3+3i—2i=3/3+i.
o z=-3v3+3i—2i=-3V3+i.

o z=—6t— 2= 8.

Resultado: z =33 +4, 2= —3v3+4i, z=0v3—8i
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EJERCICIO 75 **x Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2015

a) Halle tres raices distintas de la ecuacion 82% + 27 = 0, z € C, en forma mddulo-argumental. Las raices se
representan mediante los vértices de un triangulo en un diagrama de Argand.

b) Calcule el area del triangulo.

) 27 27 27
a) 1. Despejamos: 823 +27 =0 = 23 = 3 2. En forma polar, 3 -3 cis7. 3. Las raices cubicas tienen
. /27 3 2k 5 -
modulo 3 =3 y argumentos HTﬂ, conk=0,1,2: %, m, ?ﬁ 4. Tomando el argumento principal en
e 5T T
= ,elultimoes — — 27 = ——.
| —m, 7] 3 ™ 3

, . . . . .3 2 ,
b) 1. Las tres raices estan sobre la circunferencia de centro el origen y radio =, separadas — entre si. El

2' 3
triangulo es equilateral. 2. El lado es la distancia entre dos vértices consecutivos: s = 2r sen L V3r =
3 3
;ﬁ 3. El area de un triangulo equilatero es %sz
27 273
A= V3 21 21V3 2,92.
i 16
3 3 27
Resultado: a) z = = 01s 7T, cis, 01s ( E) —\/— ~ 2,92
372 3

EJERCICIO 76 **x Medio IB - P2 Mayo 1996

Escriba, en forma polar, las raices cubicas de —i. Usando lo anterior, o de cualquier otra manera, resuelva la
ecuacion [(1 —)2]* + i = 0, expresando su respuesta en la forma a -+ ib.

1. Escribimos —i en forma polar: —i = cis (—g)
—7/2 + 2k m  2kmw

2. Sus raices cubicas tienen médulo 1 y argumentos 3 =5 + 5 conk=0,1,2:
g ™ . . 51
w1 = CIS (76), w9 = CIS 5, w3 = CI18 —F .
. 3 1 3 1
3. En forma cartesiana: w; = % = §i' Wy =1, W3 = —% = ii'

4. La ecuacién [(1 —i)z]® + i = 0 equivale a [(1 — i)z]® = —i. Entonces (1 — i)z es una de las raices cubicas
de —i, es decir, (1 — i)z = w.

. . . . w w(l+ 1)
5. Despejamos z multiplicando por el conjugado de 1 —i: z = .- 2
6 C (@‘%i)(lﬂ') M4 VIl 341 /3-1
0 n 2= = = .
onwi: z 2 2 1 I 1 1
(144 14
7.C0nw2:z:z( +Z): +Z.
2 2
o (F-4)a+i) =8y 5 5a1
.Conws: z = = — _ ]
Bp 2 2 4 1
, . .. . . 5 . 3+1 3-1 1
Resultado: raices cubicas de —i: cis (—%) , Cis g, cis (—%) Soluciones: z = \/_4+ + \/_4 by B= 3 +

1. 1—\/57\/54-11,

—Z, —

2 4 4
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EJERCICIO 77 **x Medio IB - P2 Mayo 1999

Sean z e y nUmeros reales, y w una de las soluciones complejas de la ecuacion z? = 1. Calcule:
a) 1+w+ w?
b) (wz + w?y)(w?z + wy)

Como w es solucion no real de 2* = 1, se cumple w3 = 1y w # 1.

a) 1. Pasamos todo a un lado: w® — 1 = 0, y factorizamos como diferencia de cubos: (w — 1)(w? + w + 1) = 0.
2. Como w # 1, el segundo factor es cero: 1 +w + w? = 0.

b) 1. Desarrollamos el producto:
(wz + wy)(wiz + wy) = wiz® + wiry + wiry + Wiyl
2. Usamos w® = 1y w* = w: = 22 + y* + zy(w? + w). 3. Del apartado a), w + w? = —1. Luego el producto
vale z2 + 3% — zy.

Resultado: a) 1+ w + w? = 0 b) 22 — 2y + 3°

EJERCICIO 78 *x % Medio IB - P2 Noviembre 2001

a) Exprese z° — 1 como producto de dos factores, uno de los cuales es lineal.
b) Calcule los ceros de 25 — 1, dando su respuesta en la forma r(cos@ +isenf) donder >0y —7 < 8 < .

c) Exprese 24+ 23 + 22 4+ z + 1 como producto de dos factores reales cuadraticos.

a) 1.Como z=1esraizde 2’ -1, (z— 1) es factor. Dividimos (o usamos la suma de una
progresion geométrica):
2 -1=(-1)E+23+22+2z+1).
b) 1. Resolvemos z° = 1. Escribimos 1 = cos 0 + i sen 0; las raices quintas tienen médulo 1y argumentos ?ﬂ

2. Tomamos los argumentos en | — , ], es decir, k = —2,—-1,0,1,2:

2T . 27 T . 4
z=1, cos— *isen—, cos— +isen—.

5 5 5 5

. - . 2 . 2 2
3. Escritas con argumento explicito, los ceros son cos0 + i sen 0, cos % + isen 1, cos (——ﬂ) +

5 5
. 27 cos 4 4 isen 47 47 w 4
isen =) 3 3 y cos 3 7sen =)

c) 1. Lasraices de z* + 23 + 22 4+ z + 1 son las cuatro raices distintas de 1. Agrupamos cada raiz con su

. 27 . . .
conjugada. 2. Para o = T (z —cisa)(z — cis(—a)) = 22 — 2cosa z + 1, porque la suma de las raices es

. 4
2 cos a Y su producto es 1. 3. Analogamente para % Por tanto
4 3 2 2 27 2 4
zZ+tz2+z+z4+1= z—2cos?z+1 z—2cos?z+1 .

2 4
Resultado: a) (z — 1)(2* + 28 + 22 + 2 + 1) b) 2 = cis 0, cis (i%) , cis (i%) c)

9 2 9 47
z —2c0s?z+1 z —2cos?z+l

Clases de matematicas online y en Aldaia - 626 09 20 80 - ecuacionganadora.com 67 /93



Ecuacion Ganadora Tel. 626 09 20 80

EJERCICIO 79 * % Medio IB - P2 TZ1 Mayo 2010

a) Resuelva la ecuacién z® = —2 + 2i, dando sus respuestas en forma de modulo-argumento.

b) Usando lo anterior, muestre que una de las soluciones es 1 + ¢ cuando esta escrita en forma cartesiana.

a) 1. Escribimos —2 + 2i en forma médulo-argumento. Modulo: /(—2)2 + 22 = 24/2. Esta en el segundo

3 , .3
cuadrante con tan ¢ = —1, luego el argumento es l. Asi, —2 + 2i = 24/2cis 1. 2. Sumamos 27k al

. 3 .
argumento, para no perder soluciones: z* = 2v/2cis (Tﬂ + 27rk:>. 3. Por De Moivre, z =

2k
(24/2)'/3 cis (Z 7; ) Como (2v/2)Y/3 = (23/2)1/3 = +/2, el médulo es /2. 4. Damos a k los valores 0,1, 2
2 11 4 19
y dejamos el argumento en | — m,w]: k = 0: g; k=1: % + ?ﬂ = 1—; k=2: Z + ?ﬂ = 1;, que equivale a
5m
—=

b) 1. Tomamos la solucion con k = 0: z = +/2cis I. 2. Pasamos a forma cartesiana: v/2 (cos% + isen g) =

f(%—kz%) =1+i.

LT 117
Resultado: a) z = v/2cis 1 \/50153 V2 cis ( 5

5 ., .
7T); b) una solucién es 1 + 14

EJERCICIO 80 **x Medio IB - P1 TZ1 Mayo 2007

3

a) Exprese zenlaforma re, donde r y 0 tienen valores exactos.

2 2
El nimero complejo z se define por z =4 (cos 3 + i sen —) +44/3 (cos r + i sen 6>'

b) Encuentre las raices cubicas de z, expresandose en la forma re?, donde r y 6 tienen valores exactos.

1 V3

2
a) 1. Pasamos cada sumando a forma cartesiana. Primero, 4 cis ?ﬁ =4 <—— + z—) = —2+424/33. 2.

2 2
Segundo, 4\/§c1s — =43 <£ + = | =6+2/34. 3. Sumamos: z = 4 + 41/34. 4. Médulo: 7 = /16 + 48 =

g
2

8. Esta en el primer cuadrante y tan 6 = Z_ V3, luego 6 = g
b) 1. Partimos de z = 8¢™% y afiadimos 27k al argumento: z = 8’ i(3+2m) 2. Las raices cubicas son w =
o e 6w Tmw m 12r 137w
1/36i(5+%) — 2¢(3+%) conk =0,1,2.3. k=0 =1 k=11~ 4 — = Lo p=2 4 =L =T
81/3e" 5775 2e"\5757), co ,1,2.3 9 9+9 9 9+9 g,que

. 51
equivale a —3

Resultado: a) z = 8¢/3; b) 2¢i™/9, 2¢i7/9, 2¢~17/9 (o 2¢i137/9)
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EJERCICIO 81 * % Medio IB - P2 TZO Noviembre 2007

a) Exprese el nimero complejo 1 + i en la forma y/ae'?, donde a,b € Z™.

- . 144\" .
b) Utilizando el resultado obtenido en (a), compruebe que (i) , donde n € Z, tiene solamente ocho

V2

valores distintos.

c) A partir de lo anterior, resuelva la ecuacion 2% — 1 = 0.

a) 1. Modulo: |1 +i| = v/1+1 = +/2. Argumento: primer cuadrante y tanf = 1, luego 6 = % 2. Entonces 1 +
i=+2¢€%, cona=2yb=4.
1+i +/2€4

b) 1 7 = 7 = ¢i™/4, 2. Por De Moivre, (ei”/‘*)n =¢e'f. 3. Paran =0,1,...,7los argumentos %ﬂ son
0, %, ey 7—7r: ocho angulos distintos en [0, 27|, luego ocho valores distintos. 4. Para n = 8 el argumento es
27 y se repite el valor de n — 0. En general ¢“7= = ¢ ¢2m — ¢, asi que el patrén se repite cada 8

valores de n (también para n negativo). Por tanto hay exactamente ocho valores distintos.

] 8 . , ..
c) 1. Paracadan entero, (¢f)" = e?"™ = 1, asi que los ocho valores de (b) cumplen z* = 1. 2. Una ecuacién

+1+34
de grado 8 tiene como maximo 8 soluciones, luego son todas. 3. En forma cartesiana: z = +1, =i, 7
, im /4 juz . ES Y
Resultado: a) 1 +i = v/2¢e'™4;¢c) z =€, n=0,1,...,7, es decir, £1, +i, 7 Queda demostrado (b).

EJERCICIO 82 **x*x Dificil IB - P1 TZ2 Mayo 2010

2 2
Considere w = cos (%) + i sen (?ﬂ-)

a) Compruebe que

(i) w®=1.

(i) 1+w+w?=0.

b) Deduzca que e + ¢(0+%) 1 ¢i(0+%) — g,

c) i) Desarrolle y simplifique F(z) = (z — 1)(z — w)(z — w?) donde z es un nimero complejo.

(i) Resuelva F(z) = 7; dé las respuestas en funcion de w.

2 2
a) )1l w=cis ?77 Por el teorema de De Moivre, w® = cis (3 . ?ﬂ) = cis 2w = cos 2w + isen 2w = 1.

(i) 1. Por el apartado anterior, w® — 1 = 0. Factorizamos: w® — 1 = (w — 1)(1 +w + w?) = 0. 2. Como w # 1 (su
argumento es 2?77), el primer factor no es cero, asi que 1 + w + w? = 0.

b) 1. Escribimos cada exponente separando el factor comun: €@+ %) = ¢ifei = ¢ifyy. 2. Andlogamente,
0+ E) = eel¥ — (eize.“>2 = ew?. 3. Entonces la suma es e + ew + ePw? = (1 + w + w?) = e -
0=0.

c) i) 1. Multiplicamos primero los dos ultimos factores: (z — w)(z — w?) = 2* — (w + w?)z + w®. 2. Por a), w +
w?=-1yw®=1,luego (z — w)(z —w?) =22+ z+ 1. 3. Entonces F(z) = (z = 1)(22 + 2 + 1) = 2 + 22 +
z—22—2z—-1=2%—-1.

(i) .F(2)=7=22-1=7=2>=8.2.Como F(2) = (z — 1)(z —w)(z — w?) y F(z) = 2* — 1, las raices de
2> =1son1, wyw? Las de z® = 8 son 2 veces esas: si z = 2u con u® = 1, entonces z* = 8u® = 8. 3. Por
tanto z = 2, z = 2w 0 z = 2w>.
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Resultado: a) comprobado b) comprobado c) i) F(z) = 23 — 1ii) z = 2, z = 2w, z = 2w?

EJERCICIO 83 *x*k Dificil IB - P1 TZO Noviembre 2008

a) Desarrolle y simplifique (z — 1)(z* + 2% + 2> + = + 1).

b) Sabiendo que b es una raiz de la ecuacion z°> — 1 = 0 que no pertenece al eje de los reales en el plano de
Argand, compruebe que 1 + b+ b* + b + b* = 0.

c) Siu=>b+b'ywv=">b%+0b®compruebe que:

(i) v+v=u-v=-1.

(i) u—v=1+/5, sabiendo que u — v > 0.

a) 1. Multiplicamos cada término del segundo factor por z y por —1:
(z—D(@E*+22+2l+z+)=af+2*+ 3+ 22 +x—a* -2 -2 -z 1.
2. Se cancelan todos los términos intermedios y queda z° — 1.

b) 1. Porelapartadoa)conz =b:b"—1= (b—1)(1 +b+b*+b*>+b*). 2. Comobesraizde z> —1=0,b° —
1=0,luego (b—1)(1 +b+b*+b>+b*) =0.3.bno estaenel ejereal, asiqueb#1yb—1+#0. 4. Por
tanto 1+ b+ b2 + b3 + b1 =0.

c) i) 1. Sumamos: u +v = b+ b* + b2 +b® = b+ b® + b3 + b1, Por el apartado b) esto vale —1. 2. Multiplicamos:
u-v=(b+b)(b>+b)=b>+b*+ b5 +b".3.Comod® =1,05 =byb” =0’ Entonces u-v =b> +b* + b+
¥=-1.4Asiut+v=u-v=—1.

(ii) 1. Usamos la identidad (u — v)? = (u + v)? — 4uw. 2. Sustituimos: (v —v)? = (-1)2 —4(-1)=1+4=5. 3.
Comou—v>0,u—v=+/5.

Queda demostrado.

EJERCICIO 84 **x*x Dificil IB - P1 TZ2 Mayo 2013

a) i) Exprese cada uno de los siguientes nimeros complejos en forma médulo-argumental: z; = v/3 + i, z, =
—V34iyzg = —2i.

(ii) A partir de lo anterior, compruebe que los puntos del plano complejo que representan a zy, 29 Y z3 son los
vértices de un triangulo equilatero.

(iii) Compruebe que 2" + 25" = 225", donde n € N.
b) i) Indique las soluciones de la ecuacion z” = 1 para z € C, dandolas en forma modulo-argumental.
(i) Siw es la solucion de la ecuacion z” = 1 que tiene el menor argumento positivo, determine el argumento

de 1 4+ w. Exprese la respuesta en funcién de .

2
(iii) Compruebe que 22 — 2z cos (%) + 1 es un factor cuadratico del polinomio 27 = 1. Indique los otros dos

factores cuadraticos con coeficientes reales.

1
a) i) 1. Paraz =+/3+i:|z| =+3+1=2.Estaen el primer cuadrante y tan § = %, asi que arg z; = % 2.
Para zy = —/3 +i: |2,| = 2. Esta en el segundo cuadrante, con angulo de referencia % asi que arg zp =
T 57 s
T—e =" 3. Para z3 = —2i: |z3| = 2 y esta sobre el semieje imaginario negativo, asi que arg z3 = —3
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(ii) 1. Los tres numeros tienen modulo 2, Iuego los tres puntos estan en la circunferencia de centro el origen y

radio 2. 2. Sus argumentos son g 5; y ——. Pasando de uno al S|gU|ente (en sentido ant|horar|o) el angulo
2 T 5w 2m 57t _ 3w
aumenta siempre —:de — a — ha ;de —a — (= —=) ha ; def—a—ha —. 3. Por tanto,
2 3 6 6 ary 3’ 6 2 ( ) y 2 2 6 y

los tres puntos dividen la circunferencia en tres arcos iguales Los tres lados son cuerdas de igual angulo
central y radio, asi que miden lo mismo: 2 - 2s1n§ 24/3. El tridngulo es equilatero.

1
(iii) 1. Por De Moivre, 2 — 25 cig SV — 93n cis " 2. 430 930 i O _ g0 i (%” n 2n7r) — 923 cis "7“ 3.
3 3 . .
23" = 23" cis (—%) = 23" cis —? +2nm | = 2% cis % 4. Los tres coinciden. Luego 2" + 23" =2

2% cis L — e
2
b) i) 1. Escribimos z = rcis. Entonces 27 = r7cis 7 = 1 = cis 0. 2. Luego 7’ = 1, es decir, r = 1, y 76 = 2k, 0

2k . .
seaf = TW 3. Tomando los argumentos en | — m, 7] (k = —3,...,3), las siete soluciones son

= ison cis (227 e (8T e (267
z = cis0, cis - , Cis - , Cis =)

- , -, 2 2 ..
(i) 1. La raiz de menor argumento positivo es w = cis 7” 2.Cona = 7”: l1+w=1+cosa+isina =

o .. O (0% g a ’
2 cos? — + 2isin — cos —, usando las formulas del angulo doble. 3. Sacamos factor comun: 1 +w =

es agudo, 2cos — > 0y es el médulo. 4. Por tanto arg(1 + w) =

2 e ( @ + 2 Como
COSs 2 COS 2 ’LSlIl 2 2 7

\1>1

(iii) 1. Las raices w = c1s — y w* = cis ( ) son raices de z” — 1 = 0, y el polinomio tiene coeficientes
reales. 2. Por tanto ( w)(z — w*) divide a 2" — 1. Lo desarrollamos:

2
(z—w)(z —w" )—z27(w+w*)z—|—ww*:z2f2cos7ﬂ-z+1,

2 . . 4
porque w + w* = 2Rew = 2cos ?ﬂ y ww* = |w|? = 1. 3. Del mismo modo, los pares conjugados cis (i%)

6 - 4 6 ,
y cis (i%) dan los otros dos factores cuadraticos reales: 22 — 2z cos 77T +1y 2% —2zcos 77T + 1. (La raiz

z = 1 da el factor lineal z — 1.)

Resultado: a) i) z; = 2cis E, zy = 2cis 5_71', z3 = 2cis ( ) b) i) cis 0, cis ( 271'), cis (:I:4—7T), cis <:|:677T); ii)

6 6 7 7
o 4m 67
arg(l+ w) = i iii) 22 — 2z cos - + 1y 22 — 2zcos -+ 1. Queda demostrado.
EJERCICIO 85 *xx Dificil IB - P1 TZO Noviembre 2012
Considere los numeros complejos z; = 2v/3cis 3; Y 2o = —1++/3i.

a) i) Escriba z; en forma cartesiana.

(i) A partir de lo anterior, determine (21 + 23)* en forma cartesiana.
b) i) Escriba z; en forma moédulo-argumental.

(i) A partir de lo anterior, resuelva la ecuacion z° = z,.

c) Seaz=rcisf donder c RT y 0 < 6 < 2x. Halle todos los posibles valores de 7 y de 0 si 22 = (1 + 25)>.

n
oy z
d) Halle el menor entero positivo n para el cual (—1> e R*.
22

a) i) 1. Usamos cis 3; = cos %ﬂ I isen:%r =0 —i. 2. Entonces z = 2v/3(—i) = —2v/3.

(i) 1. Sumamos: z; + 2 = —2v/3i + (—1 +/3i) = —1 — /3. 2. El conjugado cambia el signo de la parte
imaginaria: (z; + z2)* = —1 + V3.

Clases de matematicas online y en Aldaia - 626 09 20 80 - ecuacionganadora.com 71/93



Ecuacién Ganadora Tel. 626 09 20 80

b) i) 1. EImodulo es |z = 1/ (—1)2 + (1/3)2 = 2. 2. El punto (—1,+/3) esta en el segundo cuadrante, y tana =
3 , . 27 2
% da un angulo de referencia de g Entonces argz, =7 — g = 3 3. Por tanto z, = 2cis ?ﬂ
on Q . q 3 3 . oz 3 . 27T 3 271'
(ii) 1. Siz =rcisf, por De Moivre z°> = r° cis 36. La ecuacion z° = 2cis 3 +2kw ) dar’=2y30 = 3 + 2k,
2. Entoncesr =+v/2y 6 = %ﬁ + %Tﬂ 3. Para k = 0,1, 2 obtenemos tres raices: § = 2;, 8;, lgﬂ.

c) 1. Calculamos 1+ 2z, =1+ (—1+ 1/34) = /34, y por tanto (1 + 2)? = (v/34)? = —3. 2. En forma polar,
—3 = 3cis . La ecuacion es r? cis 20 = 3 cis(w + 2kn). 3. Igualando médulos: r? = 3 y,comor > 0,7 =+/3.

3
4. lgualando argumentos: 20 = w + 2km, 0 sea 0 = g +kr.Con0<0<2m:0=—060= ;
24/3cis L "
d) 1. Calculamos el cociente: 2= \[CIS = +/3cis sm_2m = +/3cis 5—7r 2. Por De Moivre, 2 -
29 2c1s 2 3 6 29

onm . - nmw .
37/2 cis s 3. Es un real positivo cuando el argumento es multiplo de 27: e 2mm, es decir, 5n = 12m
. 4. Como 5y 12 no tienen divisores comunes, n debe ser multiplo de 12. El menor entero positivo es n =

12.
. . . . 2m . . 2w
Resultado: a) i) z; = —2+/3i i) =1 ++/3i b) I)z2:201s§||)z:\3/§c1s? V2cis 2, Ve —c)r_\/§,
T 37
=20 d)n=12
> o) > dn
EJERCICIO 86 *x*x Dificil IB - P1 TZO Noviembre 2018

a) Halle todas las raices de z2* = 1 que cumplan la condicion 0 < arg(z) < 3. Exprese las respuestas en la
forma re?, donde 7,0 € R*.

b) Sea S la suma de las raices halladas en la parte (a).

() Muestreque ReS =ImS§S.

(i) Escribiendo §5 como (§ — %), halle el valor de cos 7 en la forma M, donde a, by c son
numeros enteros.

(iii) A partir de lo anterior o de cualquier otro modo, muestre que S = % (1 + \/5) (1 + \/5) (14 17).

a) 1 Si 24 — 1, entonces |z| = 1y 24arg z = 2k, es decir, z = ¢i% = ¢/ con k = 0,1,...,23. 2. Inponemos
0< bz 2 < Z,0seal <k <6.Valenk=1,2,3,4,5 (k= 6 da arg z = 7, que no cumple la desigualdad
estrlcta). 3. Las raices son

. . . 5 . .
b) (i) 1. Los argumentos se agrupan en parejas que suman %: {5 con 35, £ con %,y & consigo mismo. 2. Para
. g
una pareja de argumentos 6y 7 — 6:

e + €379 = (cos@ + sen ) + i(sen 6 + cosh),
cuya parte real y parte imaginaria son iguales. 3. Ademas e = 3§ + 32Qz también tiene la parte real igual a

la imaginaria. 4. S es suma de numeros con Re = Im, luego Re S = Im S.

(i) 1. cos =cos(F —Z) =cosZcos? +senFsenZ. 2. Sustituimos: {2 . ¥ 4 2.1 = o2
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(iii) 1. Por (i), S = (Re S)(1 + ¢), asi que basta calcular Re S:

Re S 7r+ 71'+ 7r+ 71'+ 5
eS = = = — — +cos —.
cos 75 +cos o +cos 7 +cos 3 D
2.cos%:senf—z,ysenl"—z:sen(%—%):g-@—@-%:@.S.EntonceScos%—i—cos?—g:w—k

ﬁ%@ = @ 4. Sumamos el resto (cos’g’ = 23, cos i = ?, cos = %):

Reg — YO £+£+l=%(l+\/§+\/§+\/g).
5. Factorizamos: (1 + v/2)(1 4+ v/3) =1+ v/3+ 2+ /6. Por tanto Re S = 3 (1 + v/2)(1 + v/3). 6. Luego
S =31+v2)(1+V3)(1+4).

Resultado: a) €', e't, e'%, e'f, €'l b) (i) cos & = W Queda demostrado.

EJERCICIO 87 *x*k Dificil IB - P1 TZO Noviembre 2016

Sea w una de las soluciones no reales de la ecuacion 2z* = 1.

a) Determine el valor de

(i) 1+w+w?

(i) 1+w*+ (w*)2

b) Muestre que (w — 3w?) (w? — 3w) = 13. Considere los nimeros complejos p =1 —3iy ¢ = = + (2z + 1)i,
donde z € R.

c) Halle los valores de = que satisfacen la ecuacion |p| = |q|.

d) Resuelva la inecuacién Re(pg) + 8 < (Im(pg))*.

a) (i) 1. w cumple w® — 1 = 0, que factoriza como (w — 1)(w? +w +1) =0. 2. Comow no esreal, w # 1,y
entonces 1 + w + w? = 0.

(i) 1. Los coeficientes de z® = 1 son reales, asi que w* también es raiz no real de 2% = 1. 2. Aplicando (i) a w*:
1+ w* + (w*)?2=0.

b) 1. Desarrollamos: (w — 3w?)(w? — 3w) = w® — 3w? — 3w? + 9w®. 2. Como w? =1y w! =w: =1 — 3w? — 3w +
9 =10 — 3(w + w?). 3. Por (a)(i), w + w? = —1, luego el resultado es 10 + 3 = 13.

c) 1|pl=v1+9=+V10Yy |q| = /22 + (22 + 1). 2. Igualamos: z® + (2z + 1) = 10, es decir, 52> + 4z + 1 =
10, 0 sea 5z% + 4z — 9 = 0. 3. Formula general: g = =080 — =44 4 2 — 1072 = 2.

10 5
d) 1. Calculamos el producto:
pg = (1-33) (z+ (22 + 1)i) = z + (2z + 1)i — 3zi — 3(2z + 1)i*> = (Tz + 3) + (1 — z)s.
2. Entonces Re(pq) = 7z + 3 e Im(pg) = 1 — z. 3. La inecuacion es 7z + 3 + 8 < (1 — z)?, es decir, Tz +
11 < 2> — 2z + 1, 0 sea z* — 9z — 10 > 0. 4. Factorizamos: (z — 10)(z + 1) > 0. La parabola abre hacia
arriba, asi que es positiva fuera de las raices. 5. La soluciéon es z < —1 o =z > 10.

Resultado: a) (i) 0 (ii) 0 b) queda demostradoc) z =10z = —% d) z < —1 0 z > 10. Queda demostrado.
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EJERCICIO 88 *x*x Dificil IB - P1 TZ2 Mayo 2016

Seaw :c0527’r —i—isenZT”.

a) Verifique que w es una raiz de la ecuacién 2" —1 =0, z € C.

b) (i) Desarrolle (w — 1) (1 +w + w? + w? + w* + w’ + wb).

(i) A partir de lo anterior, deduzca que 1 + w + w? + w® + w* + w® + wb = 0.

c) Escriba las raices de la ecuacion 2" — 1 = 0, z € C en funcidn de w y sitle estas raices en un diagrama de

Argand. Considere la ecuacion cuadratica 22 4+ bz + ¢ = 0, donde b,c € R, z € C. Las raices de esta
ecuacion son a 'y a* donde a* es el numero complejo conjugado de a.

d) (i) Sabiendo que a = w + w? + w*, muestre que o* = w® + w® + w?.
(ii) Halle el valor de by el valor de c.

e) Utilizando los valores de by ¢ que ha obtenido en el apartado (d)(ii), halle la parte imaginaria de a en
forma de radical irracional.

a) 1. Por el teorema de De Moivre, w” = cos (7- %) +isen (7- Z) = cos 27 + isen2r = 1. 2. Luego w’ — 1 =0

y wes raizde 27 —1=0.
b) (i) 1. Multiplicamos término a término; los términos intermedios se cancelan:
(w-1DA+w+-Fu)=(w+uw’+ - +w)-1+w+-+w) =w" —1.
(i) 1.Por(a), w"—1=0,asique (w—1)(1+w+---+w’) =0.2. Como w # 1, el segundo factor es cero:
1+w+w? 4+ wd+w* +w’ +w' =0.
2k

c) 1. Lasraices séptimas de la unidad son cis =, con k = 0,...., 6, es decir, wF. 2. Son

1, w, w?, w?, w*, w®, wb. 3.En el diagrama de Argand estan sobre la circunferencia de radio 1 centrada
en el origen, y son los vértices de un heptagono regular, con 1 en el eje real positivo y cada raiz separada
de la siguiente un angulo 27”

d) (i) 1. En la circunferencia unidad, el conjugado es el inverso: (w™)* = w™™. Como w=1wm=w ""2.
Entoncesa* = w14+ w2+ w*=wd+wd+ wd.

(i) 1.Paraz?+bz+c=0conraicesaya* b=—(a+a*)yc=aa*. 2. a+a* =w+w?+w+w!+w’+
w8 = —1 (por (b)(ii)). Luego b = 1. 3. Producto:

ac* = (w4 w* + w')(w® + v’ + ) = v + ' + W'+ + W+ + W W+ W'

4.Conw’ = 1: w® = w, w’ = w?, v = w®. Queda 3 + (w + w? + w® + w* + w° + w®) =3 —1=2.5. Luego

c=2.
e) 1.Laecuaciénes z?+z+2=0,conz= =18 — 14T 2 Entonces Im o = +¥L. Hay que decidir el
signo. 3. Ima = sen Z + sen T + sen &. Como sen & = —senZ y sen & =sen & > sen I, la suma es

positiva. 4. Luego Ima = 4

Resultado: b)b=1,c=2;e) Ima = 3257 Queda demostrado.
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EJERCICIO 89 **x*x Dificil IB - P1 TZO Noviembre 2015

a) Resuelva la ecuacion 23 = 8i, z € C y dé las respuestas en la forma z = r(cos@ + isen6) y en la forma z =
a + bi, donde a,b € R.

b) Considere los nimeros complejos z; = 1 +1iYy z = 2 (cos T +isen T).

(i) Escriba 2; en la forma r(cos 6 + isen@).

(ii) Calcule 2125 y escriba el resultado en la forma z = a + bi, a,b € R.

(iii) A partir de lo anterior, halle el valor de tan ?—g en la forma ¢ + dv/3, donde ¢,d € Z.

(iv) Halle el menor valor p > 0 para el que (22)? es un numero real positivo.

a) 1. Escribimos 8: en forma polar: |8:| = 8 y arg(8:) = 7—2r, es decir, 8 = 8 (cosg +iseng>. 2. Las raices
w/24+2knr 7w 2kmw

cubicas tienen modulo /8 = 2 y argumentos —3  —% + 5 conk=0,1,2:
0 5T 3
0=-= — —.
6’ 6’ 2

3. En forma polar:

2( 71'+, 7r) 9 57r+, bm 9 37r+, 3
= = n—)», = n— |, == n— | .
z cos 5 ise 5 cos 5 ise 5 cos 2 ise >

4. En forma bindmica: z = /3 +14, z= —/3+14, z = —2i.
b) (i) 1. |z1] = V12 + 12 = /2. Como 2 esta en el primer cuadrante y tanf =1, § = % 2.21 =

V2 (cosg—i—isen%).
V3

(ii) 1. Escribimos 25 en forma bindmica: z, = 2 <? + %) = +/3 4 i. 2. Multiplicamos:

zniza=(1+4)(V3+i) =v34+i+v3i+i%= (V3 -1)+ (V3 +1)i.
(iii) 1. Al multiplicar en forma polar se suman los argumentos: arg(z22) = % + % = El)—;r Como 2129 esta en el
primer cuadrante, la tangente de ese argumento es parte imaginaria entre parte real:
5 _ V3+1

12 V3-1

tan

2. Racionalizamos:

(VB+1)? 4423, =

(vV3-1)(V3+1) 2
(iv) 1. Por Moivre, (z)P = 2P (cos % + isen 1%) 2. Es real positivo cuando el argumento es multiplo de 2x:

% = 2km, es decir, p = 12k. 3. El menor valor positivo es p = 12.

) 3
(v/3 4 1)i (iii) 2 + /3 (iv) p = 12
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EJERCICIO 90 **x*x Dificil IB - P3 TZ2 Mayo 2021

En esta pregunta le pediremos que investigue y demuestre una propiedad geométrica que cumplen las
raices de la ecuacion z" = 1, donde z € C, para los valores enteros de n, donde n > 2.

Las raices de la ecuacion 2" = 1, donde z € C, son 1, w, w?,...,w" !, donde w = e*.

Estas raices se pueden representar en un diagrama de Argand mediante los puntos
Py, P1,Ps,...,P,_1 respectivamente.

Por ejemplo, las raices de la ecuacién 22 = 1, donde z € C, son 1y w. En un diagrama de Argand, la raiz 1 se
puede representar mediante el punto Py y la raiz w se puede representar mediante el punto P;.

Considere ahora el cason = 3.

Las raices de la ecuacién z® = 1, donde z € C, son 1, w y w?. En el siguiente diagrama de Argand, los puntos
Py, P, y P, estan sobre la circunferencia de radio 1 unidad con centro en O(0, 0).

A Im
Py g
’, ~
’ N
p \

7 \
, \
’ \
N \

N \

' \ Re

'

® >

1 O !

\ IP
\ r 10
\ 1

\ ’
\ 4
AY 4
\\ ,I
~ ’/

P ‘~\~- _—‘¢’
b -I-

a) i) Muestre que (w — 1) (w® + w + 1) = w® — 1. i) A partir de lo anterior, deduzca que w* + w + 1 = 0.

Ahora afiadimos los segmentos de recta [PoP;] y [PoP] al diagrama de Argand del apartado (a); el resultado
se muestra en el siguiente diagrama de Argand.

A Im
P

/‘—-
’
’

PoP; es la longitud de [PyP,] y PoP; es la longitud de [PyPs].
b) Muestre que PyP; x PoPs = 3.

Considere ahora el caso n = 4.
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Las raices de la ecuacién z* = 1, donde z € C, son 1, w, w? y w®.
c) Descomponiendo en factores z* — 1, o de cualquier otro modo, deduzca que w® + w? + w+1 = 0.

En el siguiente diagrama de Argand, los puntos P, P1, P2 y P3 estan sobre la circunferencia de radio 1 unidad
con centro en O(0, 0). [PoP;], [PoP2] v [PoPs] son segmentos de recta.

~ -

P,

d) Muestre que PoP; x PyPy x PoP3 = 4.

Para el caso n = 5, la ecuacion z° = 1, donde z € C, tiene por raices 1, w, w?, w® y w*.

Se puede demostrar que PoP; x PoPy x PoP3 x PoP4 = 5.

Considere ahora el caso general donde n > 2.

Las raices de 2" = 1, donde z € C, son 1, w, w?,...,w" . En un diagrama de Argand, estas raices se pueden
representar mediante los puntos Py, Py, P, ..., P,_; respectivamente, donde [PyP4], [PoP2), ..., [PoP,_1] son

segmentos de recta. Las raices estan sobre la circunferencia de radio 1 unidad con centro en O(0, 0).

e) Sugiera un valor para PoP1 x PoP2 X - -+ x PoPp_1.

PoP; se puede expresar como |1 — w|.

f) i) Escriba expresiones para PyP; y PoP3 en funcion de w. ii) A partir de lo anterior, escriba una expresion
para PyP,_; en funcion de n y de w.

Considere 2" —1=(z—1) (2" '+ 2" ?+---+2+1),donde z € C.

g) i) Exprese 2" ! + 2" 2 4 ...+ z 4+ 1 como un producto de factores lineales sobre el conjunto C. ii) A partir

de lo anterior, y utilizando los resultados del subapartado (g)(i) y del apartado (f), o de cualquier otro
modo, demuestre el resultado que ha sugerido en el apartado (e).

a) i) 1. Desarrollamos: (w — 1)(w? +w+1) = wd + w? +w —w? —w—1=w — 1.

a) i) 1. wesraizde 22 =1, asi que w?® — 1 = 0. 2. Por el apartado anterior, (w — 1)(w? + w + 1) = 0. 3. Como
w = e>™/3 +£ 1, el factor w — 1 no es cero. Entonces w? +w + 1 = 0.

b) 1. Los puntos Py y P; representan 1y w, asi que PyP; = |w — 1| = |1 — w|. Del mismo modo PyP; = |1 —
w?|. 2. El producto es
PoP; x PgPy = |(1 — w)(1 — w?)| = |1 — w — w® + w?|.
3. Conw? = 1: ]2 — (w + w?)|. Por (a) (i), w + w? = —1. 4. Entonces el producto es |2 — (—1)| = 3.
c) 1. Factorizamos: 2* —1= (2 — 1) (z* + 2> + z + 1). 2. Como w* = 1, (w — 1) (w® + w? + w+ 1) = 0. 3.
Como w = e*™/* = +£ 1, resulta w® + w? + w+1 = 0.

d) 1.Paran=4,w=iyP;,Py,Psrepresentani, —1y —i. 2. PgP; = |1 —i| = v/2, PgPy = |1 — (-1 =2y
PoP3 = |1 — (—4)| = v/2. 3. El producto es v/2 x 2 x v/2 = 4.
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e) 1.Conn=2da|l—(-1)|=2,conn=3da3, conn=4dadyconn=>5dab5.El patrén sugiere que el
producto es n.

f) )1 PoP2= |1 —w? yPoP3 = |1 —w?|.

f) i) 1. Siguiendo el mismo patrén, PoP, ; = |1 — w™ 1.

g) i) 1. Los nimeros w,w?,...,w™ ! cumplen 2" = 1y son distintos de 1, asi que son raices de 2" 1 4+ z"% +

-e-+2z+1(porque 2" —1=(z—1)(...) yz—1#£0). 2. Son n — 1 raices distintas de un polinomio ménico
de gradon — 1, luego
2N 2l = (- w)(z —w?) (2 —w™Th).
g) i) 1. Sustituimos z = 1 en la igualdad anterior. El primer miembro es n (suma de n unos):
n=(1-w)(l-—w?)- - (1-w"?).
2. Tomamos modulos y usamos que el médulo de un producto es el producto de los moédulos:
n=1-wl|l-w’ [1-w""
3. Por (f), cada factor es PyPy. Luego PyP; x PoPy x -+ - x PgP, 1 = n.
Resultado: b) 3; d) 4; e) el producto vale n; f) PoP, 1 = |1 —w" !|; 9) i) (z — w)(z — w?) -+ (z — w™}).
Queda demostrado.

EJERCICIO 91 *xx Dificil IB - P1 TZO Noviembre 2021
Considere la ecuacion (z — 1) =4, z € C.
Las raices de esta ecuacion son wy, wy Y wz donde Im(ws) > 0y Im(w;z) < 0

a) i) Verifigue que w; = 1 + €% es una raiz de esta ecuacion. ii) Calcule wy y w3, expresandolas en la forma
a+e? acR, 0>0.

Las raices wy, wp y w3z representan los puntos A, By C respectivamente en un diagrama de Argand.
b) Dibuje los puntos A, By C en el diagrama de Argand.
c) Calcule AC.

Considere la ecuacion (z — 1)* = iz3, z € C.

es una raiz de la ecuacion.

d) Usando el teorema de Moivre, muestre que a = I

T
'

e) Calcule Re(a).

a) )1 Siw, =1+¢'F, entonces w; — 1 = e's. 2. Por el teorema de Moivre: (w; — 1)% = (ei%‘)3 =elt =
™ . s . 3 0 a
cos = +1isen — = i. 3. Se cumple (w; — 1)% = 4, luego w; es raiz.

2 2
(i) 1. Escribimos i = ei(5+2¥7) y tomamos raices cubicas de z — 1: z — 1 = &i(§+%), con k = 0,1,2. 2. k= 0: %
2 5 4 3 = 5 1 .
;k:1:I+—7T: —W-k:2: I+—7r=—7r.3. La parte imaginaria de e's es sen U >0,y|adee’37 es

6 3 6 63 27 6 2
—1<0.Portantowy; =1+4+¢€'% yws=1+¢€'7.

b) 1. Las tres raices cumplen |w — 1| = 1: estan sobre la circunferencia de centro (1,0) y radio 1. 2. A =

2
3. Los argumentos desde el centro estan separados 120°, asi que A, By C son los vértices de un triangulo
equilatero inscrito en esa circunferencia.

31 31 . .
(1 + i, 5) (a 30° del centro), B = (1 - %, 5) (a150°) y C = (1,-1) (a 270°, justo debajo del centro).

c) 1. AC es el lado de un triangulo equilatero inscrito en una circunferencia de radio 1. 2. Directamente:
3 3 9
v3 =4/ +-=+3.

i
o tat? 11

2

i L j 3
e's —e'r| =

AC =
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3
d) 1.z =0no es solucion de (z — 1)® =423 (daria —1 = 0), asi que podemos dividir entre 23: (z ) =1, es
z

T
16

3
. 1 1 T 1 - .
decir, (1 — —) =14.2.Paraa = 1 tenemos — =1 —¢€'s, luego 1 — — = e's. 3. Por Moivre:
z o (0%

1\* . —1)3 : ,
(1 = —) =e'z =14. 4. Entonces w = i, es decir, (a — 1)* = ia®. Queda comprobado que « es raiz.
a 6

e) 1. Multiplicamos numerador y denominador por el conjugado del denominador: a =

1 1—cosZ)+isenZ .
: _ ) 6. 2. El denominador vale 1 — 2cos — + cos? — + sen® — = 2 —
(1—cosZ)—isen? (1—cos%)?+sen?% 6 6 6
T b 1—cos% 1
2cos — =2 (1 — cos —). 3. Portanto Re(a) = ————~ = —.
6 6 2(1—cos%) 2

Resultado: a) i) queda verificado i) ws = 1 + €i%, w3 = 1 + €% b) tridangulo equilatero inscrito en la

circunferencia de centro (1,0) y radio 1 ¢c) AC = /3 d) queda mostrado e) Re(a) = %

Polinomios con raices Complejas

EJERCICIO 92 * Basico IB - P2 TZ1 Mayo 2014

Una raiz de la ecuacion z2 4+ az + b = 0 es 2 + 3i; donde a,b € R. Calcule el valor de a y el valor de b.

1. Los coeficientes a y b son reales, asi que las raices complejas de la ecuacién aparecen en parejas
conjugadas. La otra raiz es 2 — 3i.

2. Usamos las relaciones de Cardano-Vieta: la suma de las raices es —a y el producto es b.

3.Suma: (2+3i) 4+ (2 —3i) =4 = —a, luego a = —4.

4. Producto: (2+3i)(2—-3i) =4+9=13=1.

Resultado: a = —4,b =13

EJERCICIO 93 * Basico IB - P1 Mayo 1997

El nimero complejo z = 1 + 2i es una solucion de la ecuacion z* — 322 + 7z — 5 = 0. Calcule las otras
dos soluciones.

1. Los coeficientes de la ecuacién son reales, asi que si 1 + 27 es solucion, su conjugado 1 — 2; también lo
es.

2. Estas dos raices forman el factor

(z— (1+20)(z— (1—238)) = (2 —1)> — (21)> = 2> — 22 + 5.

3. Dividimos el polinomio entre este factor: 23 — 32% 4 7z — 5 = (2% — 2z + 5)(z — 1). Comprobacion: (z* —
22+5)(z2—1) =23 — 22— 222+ 22+ 52— 5=2%-322+72—5.

4. La tercera raiz es z = 1. (También se obtiene porque el producto de las tres raices es 5y (1 + 27)(1 —
2i) =5.)

Resultado: z=1—-2iyz=1
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EJERCICIO 94 * % Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2005

Sea P(z) = 2% + az® + bz + ¢, donde a, by c son reales. Dos de las raices de P(z) son —2y —3 + 2i. Halle el
valor de a, de by de c.

1. Los coeficientes son reales, asi que las raices no reales vienen en pares conjugados. Como —3 + 2i es
raiz, también lo es —3 — 2i. Las tres raices son —2, —3 +2iy —3 — 2i.
2. Entonces P(z) = (2 + 2)(z — (=3 + 2i)) (2 — (=3 — 21)).
3. El producto de los dos factores complejos es
((z+3) —2i)((z+3) +2i) = (2 +3)> +4=2" + 62+ 13.
4. Multiplicamos: P(2) = (z + 2)(2% + 62 + 13) = 23 + 627 + 132 + 22% + 122 + 26 = 2% + 82 + 252 + 26.
5. Comparando con 2% + az? + bz + c se obtiene a = 8, b = 25, ¢ = 26.

Resultado: a = 8, b = 25, c = 26

EJERCICIO 95 % Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2009

Sabiendo que z; = 2y 2, = 1 + /3 son raices de la ecuacién de tercer grado 2z + bz% + cz + d = 0, donde
b,c,d € R.

a) escriba la tercera raiz de la ecuacion, zs.

b) halle los valores de b, cy d.

c) escriba z, y z3 en forma de re'.

a) 1. Los coeficientes de la ecuacidn son reales, asi que las raices no reales aparecen con su conjugada. 2.
Como z, = 1+ /31 es raiz, también lo es z3 = 25 = 1 — /3.

b) 1. Con las tres raices, 2% + bz? + cz +d = (z — 2)(z — (L +V/31)) (z — (1 — v/34)). 2. El producto de los
factores complejos es ((z — 1) — v/3i)((z — 1) + V31i) = (2 — 1)? + 3 = 22 — 2z + 4. 3. Multiplicamos: (z —
2)(22 —22+4) =23 — 222 + 42 — 222 + 42 — 8 = 23 — 42% + 8z — 8. 4. Comparando coeficientes: b = —4,
c=28,d=—-8.

c) 1. Parazs=1++3i |z =+/I+3=2yargz = arctan/3 = g, luego zy = 2ei™/3. 2. Parazz3 = 1 — /31
(conjugado de z;): mismo modulo y argumento opuesto, luego z3 = 2e~/3,

Resultado: a) z3 =1 — v3ib) b= —4,c=8,d = —8C) 2y = 2e™/3, 23 = 2¢7"/3

EJERCICIO 96 **x Medio IB - P2 TZO Noviembre 2010

Considere el polinomio p(z) = z* + az® + bx? + cz + d, donde a, b, c,d € R. Sabiendo que 1 +iy 1 — 2i son
ceros de p(z), halle los valores de a, b, cy d.

1. p(z) tiene coeficientes reales, asi que los ceros complejos aparecen con sus conjugados. Por tanto
también son ceros 1 —iy 1+ 2i.
2. Los cuatro ceros son1+14, 1 —4, 1 — 24, 1+ 2. Agrupamos cada par conjugado:
(x—(14i)(z—(1—1i) =2>—2z+2, (z — (1 —20))(x — (1+2i)) = 2° — 2z + 5.
3. Entonces p(z) = (z* — 2z + 2)(z? — 2z + 5). Llamamos u = z? — 2z:
(u+2)(u + 5) = u® + Tu + 10.
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4. Sustituimos u y desarrollamos: u? = z* — 4% + 42® y Tu = 7z — 14z, luego
p(z) = z* — 423 + 1122 — 14z + 10.
5. Comparamos con z* + ax® + bz? + cz + d.

Resultado:a = —4,b=11,c = —14,d =10

EJERCICIO 97 **x Medio IB - P1 Noviembre 2000

Calcule el numero real k para que 1 + ki sea un cero del polinomio 22 + kz + 5.

1. Si 1+ ki es un cero, al sustituirlo en el polinomio se obtiene 0:
(14 ki) + k(1 + ki) + 5 = 0.
2. Desarrollamos: 1 + 2ki — k2 + k + k?i +5 = 0.
3. Separamos partes: real 6 + k — k* e imaginaria 2k + k.
4. Parte imaginaria cero: k(k +2) =0, luegok =00k = —2.
5. Parte real cero: k> — k — 6 = 0, es decir, (k — 3)(k+2) =0, luegok =30k = —2.
6. El unico valor que cumple ambas condiciones es k = —2.

Resultado: k = —2

EJERCICIO 98 **x Medio IB - P1 Mayo 2001

(z + 2i) es un factor de 223 — 322 + 8z — 12. Calcule los otros dos factores.

1. Los coeficientes de 223 — 322 + 8z — 12 son reales, asi que si —2i es raiz (factor z + 23), también lo es su
conjugado 2i, y (z — 2¢) es otro factor.

2. El producto de ambos es (z + 2i)(z — 2i) = 2% + 4.

3. Dividimos el polinomio entre 2% + 4. El cociente tiene grado 1: 2z + k, y (2% +4)(2z + k) = 22° + k2% +
8z + 4k.

4. Comparando con 223 — 322 + 82 — 12: k = —3 y 4k = —12, coherentes. El cociente es 2z — 3.

5. Asi, 223 — 322 + 82 — 12 = (2 + 2i)(z — 2i)(2z — 3).

Resultado: los otros dos factores son (z — 23) y (2z — 3)

EJERCICIO 99 *x % Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2007

El polinomio P(z) = 23 + mz? 4+ nz — 8 es divisible por (z + 1 + i), donde z € Cy m,n € R. Halle el valor de m y
de n.

1. Como P(z) tiene coeficientes reales y —1 — i es raiz (porque z + 1 + 7 es factor), su conjugado —1 + ¢
también es raiz, y z + 1 — ¢ es factor.

2. El producto de ambos factoreses (z+1+4)(z+1—i) = (z+1)2 +1= 2242z + 2.

3. P(z) es de grado 3, luego P(z) = (2% + 2z + 2)(z + ¢). Comparamos el término independiente: 2¢c = —8,
asique c = —4.

4. Desarrollamos: (22 + 2z + 2)(z — 4) = 23 — 222 — 62 — 8.

5.lgualamos con 23 + mz? + nz — 8: m = -2y n = —6.

Resultado: m = -2, n = —6
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EJERCICIO 100 **x Medio IB - P2 TZ1 Mayo 2009

a) Muestre que el nUmero complejo i es raiz de la ecuacion z* — 5% + 722 — 52 + 6 = 0.

b) Calcule las otras raices de la ecuacion.

a) 1. Sustituimos z =i usando i = —1,3® = —i, ¢ = 1:
i* — 53 + 7% —5i+6=1+5 —T7—5i+6.
2. Agrupando partes real e imaginaria: (1 — 7+ 6) + (5 — 5)i = 0. Por tanto ¢ es raiz.

b) 1. Los coeficientes de la ecuacion son reales, asi que las raices complejas aparecen por parejas de
conjugados. Como i es raiz, también lo es —i. 2. El polinomio es divisible por (z — i)(z + i) = 2° + 1
. Dividimos:

z* — 52® + 722 — 52 + 6 = (2> + 1)(z® — 5z + 6).

3. Comprobacion: (z% + 1)(z? — 5z + 6) = z* — 523 + 62 + 2 — 5z + 6, que coincide. 4. Resolvemos z? —
52+6=0:(z—2)(z—3)=0,luegoz=2yz=3.

Resultado: a) i* — 5i> + 7i> = 5i+6=0b) £ = —i, z = 2, z = 3. Queda demostrado.

EJERCICIO 101 ** Medio IB - P1 Tz® Noviembre 2018

Considere la ecuacion z* + az® + bz? + cz +d = 0, donde a,b,c,d € Ry z € C. Dos de las raices de esta
ecuacion son log, 6 e iv/3 ; ademas, la suma de todas las raices es igual a 3 + log, 3. Muestre que 6a + d +
12 =0.

1. Los coeficientes son reales, asi que las raices no reales vienen en pares conjugados. Como i+/3 es raiz,
también lo es —i+/3.

2. Las cuatro raices son log, 6, i7/3, —iv/3 y una cuarta raiz real r.
3. La suma de las raices es 3 + log, 3:
6

log, 6 +iv3 —ivV3+r =3 +log, 3 = 7’:3—|—10g23—10g26=3—10g2§ =3-1=2.
4. Para una ecuacion z* + az® + bz% 4+ cz + d = 0, la suma de las raices es —a. Luego a = —(3 + log, 3).
5. El producto de las cuatro raices es d (el grado es par):

d =1log, 6 - (1v/3)(—iv/3) - 2 = log, 6 - 3- 2 = 6log, 6.

6. Como log, 6 = log, 2 + log, 3 = 1 + log, 3:

6a+d+12=—-18 —6logy 3+ 6(1 + logy 3) + 12 = —18 — 6log, 3 + 6 + 6log, 3 + 12 = 0.

Queda demostrado.

EJERCICIO 102 * % Medio IB - P2 TZ1 Mayo 2016

Dos raices distintas de la ecuacion z* — 1023 + az? + bz +50 = 0son c+ iy 2 + id donde a,b,c,d € R, d > 0.
a) Escriba las otras dos raices en funcién de cy d.

b) Calcule el valor de cy el valor de d.

a) 1. Los coeficientes de la ecuacion son reales, asi que las raices no reales aparecen en parejas
conjugadas. 2. La conjugadadec+iesc—iylade2+ides2—id.
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b) 1. La suma de las cuatro raices es —*Tlo = 10:
(c+i)+(c—i)+(24+id)+(2—id)=2c+4=10 = c=3.
2. El producto de las cuatro raices es el término independiente, 50:
(c+i)(c—14)(2 +1id)(2 — id) = (c* + 1)(4 + d?) = 50.
3.Conc=3:10(4 + d?) = 50, luego d> = 1. 4. Como d > 0, d = 1.
Resultado:a)c—iy2—idb)c=3,d=1

EJERCICIO 103 **x Medio IB - P1 Mayo 2001

(z + 2i) es un factor de 223 — 322 + 8z — 12. Calcule los otros dos factores.

1. Si (z + 2¢) es factor y el polinomio tiene coeficientes reales, z = —2i es raiz y también lo es su
conjugada z = 2:. Por tanto (z — 2¢) es también factor.

2. El producto de ambos es (z + 2i)(z — 2i) = 2% + 4.

3. Dividimos 223 — 322 + 8z — 12 entre 22 + 4: el cociente es 2z — 3, porque (22 +4)(2z — 3) = 223 — 322 +
8z —12.

4. Por tanto 22° — 32% + 82 — 12 = (z + 2i)(z — 2i)(2z — 3).

Resultado: los otros dos factores son (z — 23) y (2z — 3)

EJERCICIO 104 **x Medio IB - P2 TZ1 Mayo 2013

Un polinomio p(z) con coeficientes reales es de grado cinco. La ecuacion p(z) = 0 tiene una raiz compleja 2 +
i. La grafica de y = p(z) tiene el eje z como tangente en (2, 0) y corta a los ejes de coordenadas en (-1, 0) y
(0, 4). Halle p(z) en forma factorizada con coeficientes reales.

1. Los coeficientes son reales, asi que las raices complejas vienen en pares conjugados: si 2 + i €s raiz,
también lo es 2 — i.

. La grafica es tangente al eje z en (2,0): « = 2 es raiz doble.

. Corta al eje z en (—1,0): z = —1 es raiz simple.

.Son 2+ 2+ 1 =5raices, el grado de p. Entonces p(z) = a(z + 1)(z — 2)2 (z — (2 + 1)) (z — (2 — 7)).

. El producto de los dos ultimos factores es (z — 2)2 — i® = (z — 2)® + 1 = 2® — 4z + 5, que tiene
coeficientes reales. Luego p(z) = a(z + 1)(z — 2)*(2? — 4z + 5).

a b WON

: 1
6. Usamos (0,4): p(0) =a-1-4-5=20a =4, asique a = o

Resultado: p(z) = %(z + 1)(z — 2)%(2? — 4z + 5)
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EJERCICIO 105 * % Medio IB - P1 TZO Noviembre 2022

Considere la ecuacion z* + pz® + 5422 — 108z + 80 = 0, donde z € Cy p € R.
Tres de las raices de esta ecuacion son 3 + i, a y o2, donde a € R.
a) Considerando el producto de todas las raices de esta ecuacion, halle el valor de a.

b) Halle el valor de p.

a) 1. Los coeficientes son reales, asi que 3 — i también es raiz. Las cuatro raices son 3 +4, 3 —4, a 'y o?. 2.
Para una ecuacion de grado 4 con coeficiente principal 1, el producto de las raices es el término
independiente: 80. 3. (3 +4)(3 — i) a - a* = 10a® = 80, luego @® = 8. 4. Como a € R, a = 2.

b) 1. Lasraicesson3+4,3—14,2y4.2. Lasumadelasraiceses —p:(3+1i)+(3—i)+2+4=12=—p. 3.
Por tanto p = —12. Comprobacion: (22 — 6z + 10)(22 — 6z + 8) = 2% — 1223 + 5422 — 108z + 80.

Resultado: a) a =2b) p = —12

EJERCICIO 106 **x*x Dificil IB - P2 TZO Noviembre 2009

Considere la ecuacion z* + az? + bz + ¢ = 0 donde a, b, c € R. Los puntos en el diagrama de Argand que
representan las tres raices de la ecuacion son los vértices de un triangulo cuya area es igual a 9. Sabiendo
que una de las raices es —1 + 31, halle:

a) las otras dos raices

b) abyec.

a) 1. Los coeficientes son reales, asi que si —1 + 3 es raiz, también lo es su conjugada —1 — 3i. La tercera
raiz, r, es real (un polinomio cubico real tiene un nimero impar de raices reales). 2. Los vértices del
triangulo son A(—1,3), B(—1,-3) y C(r,0). 3. El lado AB es vertical, sobre la recta z = —1, y mide 6. La

, 1
altura desde C a ese lado es la distancia horizontal |r + 1|. 4. Area: 5 6-r+1=9=|r+1] =3, de
donder=2o0r = —4.

b) 1. Los dos factores complejos dan ((z + 1) — 3i) ((z + 1) + 3i) = (z + 1)2+ 9 = 2 + 2z + 10. 2. Caso r = 2:
(z—2)(22 +22+10) = 23 4+ 222 + 102 — 222 — 42z — 20 = 23 + 6z — 20. Luego a = 0, b = 6, ¢ = —20. 3. Caso
r=—4:(z+4)(2% + 22+ 10) = 2° + 222 + 10z + 42 + 82 + 40 = 2% + 62% + 182 + 40. Luego a = 6, b = 18,
c = 40.

Resultado: a) las otras raices son —1 —3iy 2 (0o bien —1 -3ty —4)b)a=0,b=6,c = —20 (0 biena =6, b =

18, ¢ = 40)
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EJERCICIO 107 *xx Dificil IB - P2 TZ0 Mayo 2019

Consideremos la ecuacion z° — 3z* + ma?® + nz? 4 pz + ¢ = 0, donde m, n, p, ¢ € R. La ecuacion tiene tres
raices reales distintas que pueden escribirse como log, a, log, b y log, c. La ecuacion también tiene dos raices
imaginarias, una de las cuales es di donde d € R.

a) Muestre que abc = 8. Los valores a, b y ¢ son términos consecutivos en una progresién geométrica.
b) Muestre que una de las raices reales es igual a 1.

c) Sabiendo que g = 8d?, encuentre las otras dos raices reales.

a) 1. Las raices son log, a, log, b, log, ¢, di y —di (los coeficientes son reales, luego la raiz imaginaria di viene
con su conjugada). 2. En un polinomio moénico de grado 5 el coeficiente de z* es el opuesto de la suma de
las raices, asi que la suma vale 3:

log, a + log, b + log, ¢ + di — di = 3.
3. Aplicamos log, a + log, b + log, ¢ = log,(abc). Entonces log, (abc) = 3y abc = 2% = 8.

b
b) 1. Sia,b, c son consecutivos en una progresion geomeétrica, — = g, es decir, ac = b%. 2. Sustituimos en
a
abc = 8: b-b? = 8, luego b® = 8 y b = 2. 3. Entonces una raiz real es log, b = log, 2 = 1.

c) 1. Paraun polinomio monico de grado 5, el producto de las raices es —q. 2. El producto de las raices es
log,a-1-log, c- (di)(—di) = d?log, alog, c, porque (di)(—di) = d?. 3. Asi, —q = d*log, alog, c. Con g = 8d* y
d # 0 (la raiz es imaginaria): log, a - log, ¢ = —8. 4. De ac = b*> = 4 se tiene log, a + log, ¢ = log, 4 = 2. 5.
Sean u = log,a 'y v = log, c. Entonces v + v = 2y uv = —8, asi que u y v son las raices de t> — 2t — 8 = 0,
es decir, (t — 4)(t +2) = 0. 6. Luego {u,v} = {4, —-2}.

Resultado: a) abc = 8; b) una raiz real es 1; c) las otras dos raices reales son 4y —2

Queda demostrado.

EJERCICIO 108 *k*x Dificil IB - P2 Noviembre 1996

(i) Sean 2y 2 las raices de la ecuacion 222 — (2 — 2i)z — 5i = 0.

(1—1) — V2.

1
a) Usando la férmula cuadratica, muestre que z; = 5(1 —)+V2 Yy 2=

b) Exprese z; y 25 enla forma a + ib, donde a y b son numeros reales.

(ii) a) Si z = cosf + isenf, muestre que z" + 1 = 2cosndb.
Z”l

b) Sabiendo que cada una de las cuatro raices de la ecuacién 5z* — 1123 + 1622 — 11z + 5 = 0 tiene un
médulo igual a 1, calcule estas raices. [Sugerencia: divida la ecuacion por 22]

() a)1. Para2z?—(2—2i)z—5i=0:a=2b=—(2—2i), c=—b5i. Laformula cuadratica da
(2—28) £ +/(2—20)2 —4-2-(-5i)

4
2. Calculamos (2 — 24)? = 4 — 8i + 4i> = —8i. El discriminante es —8i + 40i = 32i. 3. /32i = /16 - 2i = 44/2i
. Entonces
2-2+4v2i 1
L ATHENE Ly L m

4 2
(i) b) 1. Buscamos v/2i = z + iy. Entonces (z + iy)? = 2*> — y® + 2zyi = 2i. 2. Igualando partes: 2> — y> =0y

1
2my:2.DeIaprimera,y:iw;comoacy:1>0,y:myx2:1.3.Asi\/Z:i(1+i).4.z1:5(17i)+

3 1 1 1 3
144) =24 0.5 = =(1—4)— (14+4) = —= — =i,
(1+1) 5 T3¢ 5. 29 2(1 i) — (1+7) 5~ 3t
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.. . , 1
(i) a) 1. Con z =cosf + isenfy el teorema de De Moivre, 2" = cosnf + isennf. 2. Como |z| =1, — =2z"" =

zn

1
cos(—nf) + isen(—nb) = cosnb — isennd. 3. Sumando: 2" + — = 2 cos nf.
z

(ii) b) 1. Dividimos la ecuacién por 22 (las raices son no nulas):
5z2—11z+16—E+3:0:>5 z2+l —11 z+1 +16 = 0.
z 22 z2 z
- . . 1 1
2. Como |z| = 1, podemos escribir z = cos 0 + i sen 0. Por el apartado anterior, z + Z= 2cosfy 22+ i

2cos20 = 2(2cos?§ — 1). 3. Sustituimos: 10(2cos? — 1) — 22cos @ + 16 = 0, 0 sea, 20 cos? 6 — 22cos 0 + 6 =
1144121 -120 1141

0, que simplificada es 10cos? 6 — 11 cos 6 + 3 = 0. 4. Resolvemos: cosf =

20 20 '
. 3 1 . 1 3 1 3 . 3
decir, cos@ = = 0 cosf = 5 5. Sicosf = 2" entonces senf = i% yz= 3 + %z 6. Sicosf = R entonces
4 3 4
0=4+- = -+ —i.
sen :|:5yz 5:|:5z
. 3 1 1 3, . 1 V3 3 4
Resultado: = — 4 =4 = —=— —q =—4 —1 = =4 -
esultado: i) b) z; 2+2z,22 5 2z,ll)b)z 2:|:27,yz 5:I:5Z
Queda demostrado.
EJERCICIO 109 *x%x Dificil IB - P1 TZ1 Mayo 2021

Considere la ecuacion cuartica z* + 423 + 822 + 80z + 400 = 0, z € C. Dos de las raices de esta ecuacion son
a+biyb+ai, a,b e Z. Calcule los posibles valores de a.

1. Los coeficientes son reales, asi que las raices no reales vienen en pares conjugados. Las cuatro raices
sona+bi,a—bi,b+aiyb— ai.

4
2. Suma de las raices: —1= —4, luego 2a + 2b = —4, es decir, a + b = —2.

0
3. Producto de las raices: —— = 400. Como (a+bi)(a—bi) =a® + by (b+ai)(b— ai) = a®> + b? resulta

(a? + b%)? = 400, y por tanto a? + b* = 20.
(@a+b)— (a>+b2) 4—20

4.Dea+b=-2ya?+b>=20:ab= 5 == = —8.

5.ay bson las raices de t? + 2t — 8 = 0, es decir, (t —2)(t +4) =0, luegot =20t = —4.
6. Por tanto (a,b) = (2, —4) o (a,b) = (—4,2). Comprobacion cona = 2, b = —4: (22 — 4z + 20)(22 + 82 +
20) = 2* + 42% + 822 + 802 + 400.

Resultado:a =20a = —4
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Complejos y trigonometria: identidades y sumas

EJERCICIO 110 *x*x Dificil IB - P1 TZ1 Mayo 2011

a) Escriba el desarrollo de (cosé + isen6)® en la forma a + ib, donde a y b estan en funcion de sen 8 y cos 6.
b) A partir de lo anterior demuestre que cos 36 = 4 cos® — 3 cos 6.

c) De forma similar demuestre que cos 5 = 16 cos® § — 20 cos® f + 5 cos .
d) Usando lo anterior resuelva la ecuacion cos 56 + cos 36 + cos = 0, donde 4 ¢ [7% 7—2r]

T [54++/5 .
e) Considerando las soluciones de la ecuacion cos 50 = 0, muestre que cos — 0= 3 y escriba el valor

™
de —.
COs 10

a) 1. Desarrollamos el cubo con el binomio de Newton y usamos 2 = —1, i3 = —3:
(cos@ + isenB)® = cos® 0 + 3icos® fsenf — 3 cos O sen”  — isen® 6.
2. Agrupamos parte real y parte imaginaria:
(cos@ + isenB)® = (cos3 6 — 3 cos 0 sen’ 0) +1i (3 cos” fsen § — sen® 0) .
b) 1. Por el teorema de De Moivre, (cos + isen8)® = cos 36 + i sen 36. 2. Igualamos las partes reales con el
apartado a): cos 360 = cos® 8 — 3 cos fsen? 6. 3. Sustituimos sen?§ = 1 — cos? 6:
cos 30 = cos® @ — 3 cos (1 — cos® ) = 4cos® § — 3 cos .
c) 1. Por De Moivre, cos 56 + isen 50 = (cos @ + isen ). Con el binomio de Newton, la parte real de (c + is)®
(donde ¢ = cosf, s = sen ) es
cos 50 = ¢® — 10cs? 4 5es?,
porque los términos con i> = —1 e i* = 1 son los reales. 2. Sustituimos s> =1 — c? y s* = (1 — ¢?)%
cos50 = ¢® — 10c3(1 — ¢?) + 5e(1 — 2¢% + ¢*).
3. Desarrollamos: ¢® — 10c® + 10¢® + 5¢ — 10¢® + 5¢® = 16¢° — 20¢® + 5¢. Por tanto cos 50 = 16 cos® 6 —
20 cos® 8 + 5 cos .
d) 1. Sustituimos las formulas de b) y ¢):
cos 50 + cos 30 + cos § = (16¢° — 20¢® + 5e) + (4¢® — 3¢) + ¢ = 16¢° — 16¢° + 3c.
2. Factorizamos: ¢ (16¢* — 16¢? + 3) = 0. 3. O bien cos§ = 0, o bien 16¢* — 16¢* + 3 = 0. Con z = ¢*: 1622 —
162 + 3 = 0, de donde z = Hdeste

. 1
, es decir, ¢ = % oc?= 7 4. Como 0 € {*gv g], el coseno no es

. 3 1 . 3
negativo: cosf = 0, cosf = = O cosf = 7" 5. En ese intervalo: cos§ = 0= 0 = ig; cosf = % =0= i%;

1 T
0==—=0=+—.
cos 2:> 3

e) 1. Por el apartado c), cos 50 = 0 equivale a ¢ (16¢* — 20¢? + 5) = 0. 2. Las soluciones con ¢ # 0 cumplen
1622 — 20z +5 =0 con z = ¢
_20++/400-320 20+4y5 5++5
N 32 - 32 8
T 3T 7w

3. Los angulos con cos 59 =(0son 5 = 5 + km, es decir, § = ST . De los que tienen coseno

distinto de cero, 6§ = 1—0 es el menor y tiene el coseno mayor y positivo, asi que cos? E es la raiz mayor:

5 /5 . 3
os? il + V5 . 4. Como cos — > 0: co il +8\/_' 5. Del mismo modo, cos % > 0 es el otro valor

10 8 10 10
3r 5—4/5 T 3T T 3T 5—4/5
ositivo, con 2 — . 6. Como - se cumple — = — = .
P S0 " 8 0 " 10 PlecosTg =75~V 3

Clases de matematicas online y en Aldaia - 626 09 20 80 - ecuacionganadora.com 87/93



Ecuacién Ganadora Tel. 626 09 20 80

7 5—vH
Resultado: a) (cos® @ — 3 cos @ sen? §) + (3 cos? fsen§ — sen® ) d) 6 = :I:%, :I:g, :I:% e) cos 1—7(; = —4/ 8\/_'

Queda demostrado.

EJERCICIO 111 *Kxx Dificil IB - P2 TZO Noviembre 2011

a) Compruebe que |e| = 1. Considere la serie geométrica 1 + %ew + %em NEP
b) Escriba la razén comun, z, de la serie y compruebe que |z| = %

c) Halle una expresioén para la suma de los infinitos términos de esta serie.

| . 1 1 1 3senf
d) A partir de lo anterior, compruebe que 3 senf + 5 sen 20 + 57 sen 30+ = 10 — 6cosf’

a) 1. Por la formula de Euler, e = cos + isen 6. 2. Sumédulo es || = v/cos? 0 + sen? 6 = /1 = 1.
Queda comprobado.

b) 1. Larazén comun es el cociente de dos términos consecutivos:

130
L3 1
1 3
1, . 1 1
2.Suméduloes |z| = = [e¥]| == . 1==.
21 =3 1" =3 3
c) 1.Comolz| = % < 1, la serie geométrica converge y su suma es Sy, = 1L, con u; = 1. 2. Entonces
—Z
1 3

S(X): pu—
_ 1.0 _ if
1 € 3—e€

d) 1. Escribimos S, en forma cartesiana y multiplicamos por el conjugado del denominador:
3 ~ 3[(3—cosf) +isen)
(3 —cosf) —isenf (3 —cosf)?+sen?6
2. Simplificamos el denominador: (3 — cos #)? + sen? @ = 9 — 6 cos 6 + cos? § + sen? § = 10 — 6 cos §. 3. La

Soo =

1 1 1 o

parte imaginaria de la serie original es 3 senf + g sen 20 + 57 sen 36 + - - -, porque (3€)" = L (cosnf +
isennf). 4. Igualamos con la parte imaginaria de S,.:

1 1 1 3senf

Zsenf + - sen20 + —sen30 4 .. = —o 0’

g SenO T g en a0 oy sen o 10— 6cosd

) 1. 0
Resultado: a) |¢| = 1b) z = ge“’ ¢) Soo = 3 _361,9 d) 103_SZHCOS0. Queda demostrado.

EJERCICIO 112 **x*x Dificil IB - P1 TZ2 Mayo 2017

a) Resuelva 2sen(z + 60°) = cos(z + 30°), 0° < = < 180°.

b) Muestre que sen105° + cos 105° = —=

5
c) Seaz=1-cos20 —isen20,2cC,0<0<m.
(i) Halle, en funcion de 6, el médulo y el argumento de z. Exprese cada respuesta en su forma mas simple.

(ii) A partir de lo anterior, halle las raices cubicas de z en forma modulo-argumental.

a) 1. Desarrollamos ambos lados con las formulas del angulo suma:

2 (senz cos 60° + cos z sen 60°) = cos z cos 30° — sen z sen 30°.

2. Sustituimos los valores exactos: senz + v/3cosz = 3§ cosT — %sen z. 3. Agrupamos: %senm = —32@ cosz,
es decir, tanz = —? = —%. 4. En 0° < z < 180° la tangente es negativa solo en el segundo cuadrante:

x = 180° — 30° = 150°. 5. Comprobacion: 2sen210° = —1y cos 180° = —1.
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b) 1. Usamos senf + cosf = v/2sen(d + 45°) (se obtiene desarrollando sen(f + 45°) = l@(sen@ + cosf)). 2.
Con § = 105°: sen 105° + cos 105° = /2sen 150° = v/2- 1 = 32@ 3. Como 3§ = ﬁ, gueda demostrado.

c) (i) 1. Usamos 1 — cos20 = 2sen® 8 y sen 20 = 2sen 6 cos 6:

z=2sen’f — 2isenf cosf = 2send (send — icosh).
2. Como —i (cosf + isenf) = sen —icosfy —i = cis (—3):
i T
z = 2senf cis (97 5) .

3.Para0 < § < v se cumple sen > 0, asi que 2senf es el modulo, y § — 3 € | -3, 7| es el argumento

principal. 4. Por tanto |z| = 2senf y argz = 6 — .
(i) 1. Las raices cUbicas de z =  cis ¢ tienen médulo 7/ y argumentos 5”3ﬂ, conk =0,1,2. 2. Aqui r'/3 =

(2senf)'*y ¢ =0 — . 3. Tomando k = —1,0,1 para que los argumentos queden en ] — 7, 7:

s 073 13-‘9+32_7r 13-‘97577T
wy = (2sen §)/3 cis T w; = (2sen )3 cis T w_1 = (2sen )3 cis T

Resultado: a) = = 150° b) queda demostrado c) (i) |z| = 2senf, argz = 6 — 3 (i) (2sen0)'/3 cis L2 f =

—1,0, 1. Queda demostrado.

EJERCICIO 113 *xx Dificil IB - P1 TZ1 Mayo 2016

a) Utilice el teorema de Moivre para encontrar el valor de (cos (%) + isen (g))3

b) Utilice la induccion matematica para probar que (cos# — isen)” = cosnf —isennf, conn € Z*. Sea z =

cosf + isenf.

c) Encuentre una expresién en funcion de 6 para (z)" + (z*)", n € Z* donde z* es el complejo conjugado de
z.

d) (i) Demuestre que z - 2* = 1.
(i) Escriba el desarrollo binomial de (z + z*) en funcién de z y z*.
(iii) Usando lo anterior muestre que cos 36 = 4 cos® 6§ — 3 cos 6.

e) Usando lo anterior, resuelva 4cos® 8 — 2cos?6 —3cosf +1=0para0 <6 < .

a) 1. Por el teorema de Moivre, (cosf + isen )" = cosnf + isennf. 2. Con § = % yn=3:cosm+isenmw =
—140¢ = —1.

b) 1. Caso base, n = 1: cosf — isen # coincide con el lado derecho. Se cumple. 2. Hipétesis de induccion:
suponemos que para n = k se cumple (cosf — isen 8)* = cos kf — isen kf. 3. Paso inductivo, n = k + 1:

(cosf — isen )™ = (cos kO — isen kf)(cosd — isenb).
4. Desarrollamos (con 2 = —1):
= coskf cosf — senkf sen § — i (sen k6 cos 6 + cos kf sen 9) .

5. Por las formulas del coseno y el seno de una suma, = cos(k + 1)0 — isen(k + 1)6. 6. Si se cumple para
n = k, se cumple paran = k + 1, y se cumple para n = 1. Por induccidn, es cierto paratodon ¢ Z*.

c) 1. Por Moivre, 2* = cosnf + isennf. 2. El conjugado es z* = cosf — isen, y por el apartado b) (z*)" =
cosnf — isennf. 3. Sumamos: 2" + (z*)" = 2 cosnb.

d) ()1 z-2* = (cos@ +isenf)(cos@ —isenf) = cos® + sen?§ = 1.
(ii) 1. Por el binomio de Newton:
(z 4+ 2*)3 = 2% 4 32%2* + 32(2") + (2*)3.
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(iii) 1. Sacamos factor comun 3zz* en los términos centrales y usamos (i), zz* = 1:
(z4+ 23 =22+ (2*)3 + 322" (2 + 2*) = 22 + (2*)3 + 3(2 + 2*).
2.Porc), z+ 2" =2cosfy 2* + (2*)% = 2 cos 30. Entonces
8 cos® 6 = 2cos 30 + 6 cosd.
3. Despejamos: cos 30 = 4 cos® § — 3 cos .

e) 1. Reescribimos la ecuacién como (4 cos3 8 — 3 cos ) — (2cos? 0 — 1) = 0. 2. Por d)(iii), el primer paréntesis
es cos 36, y por la formula del angulo doble, el segundo es cos 2. La ecuacién queda cos 30 = cos 26. 3. Dos

2k
angulos tienen el mismo coseno si 36 = 20 + 2kw 0 30 = —20 + 2k, con k € Z. Es decir, 0 = 2kmr 06 = il
2k . 2 4 6 -
4. En0<fO<mdef= TW salen k = 0,1, 2, es decir 0, ?ﬂ, % (k=3da Eﬂ’ > 7). La otra familia solo
aporta 8 = 0.
2 4w
Resultado: a) —1 c) 2cosnf e) § =0, T 5 Queda demostrado.

EJERCICIO 114 *x*k Dificil IB - P2 Noviembre 2003

(i) a) Exprese v/3cosf —senf en laformarcos(d +a),conr >0y0 < a< %, dando los valores exactos de r
y a.
(i) b) A partir de lo anterior, o de cualquier otro modo, con 0 < 6 < 27, halle el conjunto de valores de

v/3cosf — senb.
(i) c)Resuelva v/3cosf —senf = —1, con 0 < § < 27, expresando el valor exacto de los resultados.
.. sen 460(1—cos 20
(ii) Demuestre que m =tanf,con0 <8< 7, y0#7I.

(i) a) 1. Desarrollamos r cos(f + a) = 7 cos acos @ — rsen asen 6 e igualamos coeficientes con v/3 cos § — sen 6:
rcosa = /3y rsena = 1. 2. Elevamos al cuadrado y sumamos: 72 = 3 4+ 1 = 4, luego r = 2. 3. Dividimos:

1 ,
tana = —.Con0<a< 3, a= %r 4. Asi, v/3cos — senf = 2 cos (94—%).

V3
. ™ . 7w 137w . .
b) 1.Si0 <60 <2m entonces 6 + 3 recorre el intervalo 5 6 | que tiene longitud 27: el coseno alcanza
ahi todos sus valores, de —1 a 1. 2. Por tanto 2 cos (9 ol %) toma todos los valores entre —2 y 2.
., . 1 13 .
c) 1. Laecuacion es 2cos <0 + %) = —1, es decir, cos (0 + %) =3 2.En [%, TW] las soluciones son 6 +
T 2 T 47 ™ T T
—=—yf#+—-=—.3.Restando =:0 ==y 0 =—.
5 3 y o+ 6 3 3. Restando 6 > y 5

(i) 1. Usamos las férmulas del angulo doble: sen46 = 2sen 260 cos 26, 1 — cos 20 = 2sen?fy 1 — cos 46 =
2sen? 26. 2. Sustituimos:
sen46(1 — cos20)  2sen 26 cos 26 - 2sen” 0

cos 20(1 — cos 46) cos 26 - 2 sen? 20

2sen’ 0

sen

. 4. Como

3.Para0 <0 < Zy6+# % setiene cos20 # 0y sen 26 # 0, asi que podemos simplificar: =

2sen?6 __send
2senfcosf  cosf

Resultado: a) r =2, a = % b) [-2,2]c) 6 = g 0 = %T Queda demostrado.

= tan®.

sen 20 = 2sen 8 cos 0:
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EJERCICIO 115 **x*x Dificil IB - P2 Mayo 2003

a) Demuestre por induccion matematica que, para un entero positivo n, (cos€ + isen )" = cosnf + i sennf
donde i? = —1.

b) El numero complejo z esta definido por z = cosf + i sen 6.

(i) Demuestre que L = cos(—0) + isen(—6).

(ii) Demuestre que a partir de lo anterior, se puede deducir que 2" + 2™ = 2 cos nf.

c) (i) Halle el desarrollo de (z + z*1)5, segun el teorema del binomio.

c) (i) A partir de ello, demuestre que cos® 8 = % (acos b0 + bcos 36 + ccos ), donde a, by ¢ son enteros
positivos a hallar.

a) 1. Casobase (n=1): (cosf +isenf)! = cosf +isend. Se cumple. 2. Hipétesis de induccién: suponemos
(cos@ + isenB)* = cos k@ + i sen k@ para un entero positivo k. 3. Paso inductivo:

(cos @ + isen 0)F™ = (cos k6 + isen k6)(cos 0 + isenf).

4. Desarrollamos, con i = —1: = (cos kf cos § — sen kf sen 0) + i(sen k6 cos 6 + cos kf sen #). 5. Por las
formulas del coseno y del seno de una suma: = cos(k + 1)0 + isen(k + 1)6. 6. Es cierto paran =1y, silo
es para k, lo es para k + 1. Por induccion, es cierto para todo entero positivo n.

b) (i) 1. Multiplicamos numerador y denominador por el conjugado de z: = =
z

cosf — isen @ cosf —isenf .
(cos 6 & i 5en 8) (cos f — i send) = o0 T2 cosf —isenf. 2. Como el coseno es pary el seno es

impar, cosf — isen = cos(—0) + i sen(—0).

(ii) 1. Pora), 2" = cosnf + isennf. 2. Por b)(i) y por a) aplicado al angulo —6: 27" = (1) =

z
(cos(—0) + isen(—0))" = cos(—nf) + isen(—nf) = cosnh — isennf. 3. Sumamos: z" + z ™ = 2 cosnf.
c) (i) 1. Por el teorema del binomio, con z -z~ = 1:
(z + z_1)5 =224+ 5224102+ 10271 + 5273 + 275,

(ii) 1. Porb)(ii) conn=1:z+ 2! =2cos¥, luego (z + z*l)5 = 32cos® 6. 2. Agrupamos los términos del
desarrollo: (z5 + z’5) +5 (z3 + z’?’) + 10 (z + z’l) = 2cos 50 + 10 cos 36 + 20 cos . 3. Igualamos: 32 cos® § =
2 cos 56 + 10 cos 36 + 20 cos 6. 4. Dividimos entre 2: 16 cos® = cos 50 + 5 cos 30 + 10 cos 6, es decir, cos® § =

1
T (cos 50 + 5 cos 30 + 10 cos ).

Resultado: c) (i) 2% + 523 + 10z + 10272 + 5272 + 275 (ii) a = 1, b = 5, ¢ = 10. Queda demostrado.
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EJERCICIO 116 *xx Dificil IB - P2 TZ1 Mayo 2007

a) i) Factorice t* — 3t — 3t + 1, dando su respuesta como un producto de un factor lineal y un factor
cuadratico. ii) Usando lo anterior, encuentre todas las soluciones exactas de la ecuacién t* — 3t — 3t +
1=0

b) Usando el teorema de Moivre y el desarrollo binomial i) muestre que cos 36 = cos® § — 3 cos § sen? 0; ii)
escriba una expresion similar para sen 36.

3tand — tan® @

i <p<
T 3ten’0 ii) Encuentre los valores de 6, 0 < 6 < 180,

c) i) Usando lo anterior muestre que tan 30 =
para los que esta identidad no es valida.

d) Utilizando los resultados de las partes (a) y (c), determine los valores exactos de tan 15° y tan 75°.

a) i) 1. Probamoscont= —1:(—1)3 —3(-1)2 - 3(-1)+1=—-1—-3+3+ 1= 0. Por el teorema del factor,
(t + 1) es un factor. 2. Dividimos: #* — 3t® — 3t + 1 = (t + 1)(#*> — 4t + 1). Comprobamos: 3 — 4> +t +t* —
4+1=13-32-3t+1

" . . " 4++/16 -4

a) i) 1. La ecuacion es (t + 1)(#* — 4t + 1) = 0. Del factor lineal, t = —1. 2. Del cuadratico, t = — =
4+2
T\/g =24+ +/3.

b) i) 1. Por De Moivre, (cos @ + isen6)® = cos 36 + isen 36. 2. Por el desarrollo binomial, con i = —1 e ¥ = —:

(cos@ +isen 0)® = cos® @ + 3icos? Asenf — 3 cos fsen” f — isen® .
3. Ilgualamos partes reales: cos 36 = cos® § — 3 cos f sen? 6.
b) i) 1. Igualamos partes imaginarias de las dos expresiones anteriores. 2. sen 36 = 3 cos? #sen f — sen® 6.

sen 36 3 cos?@send — sen® 6

c) i) 1 tan360 = . 2. Dividimos numerador y denominador entre cos® 8 (con

cosf # 0):

cos30  cos3@ — 3cosfsen?d

3tanf — tan® @
1—3tan%6
c) i) 1. La identidad deja de ser valida cuando tan 6 no existe, es decir, cos§ = 0, que en [0,180] da 6 = 90. 2.

tan 30 =

También cuando el denominador vale cero: 1 — 3tan?6 = 0, luego tanf = i%, quedad =30y 6 = 150.
3t—t3 .
d) 1. Tomamos € = 15°. Entonces 30 = 45° y tan45° = 1. Sea ¢t = tan 15°: e 1. 2. Multiplicamos: 3t —

t3 =1 — 3¢2, es decir, t3 — 3t2 — 3t + 1 = 0. Es la ecuacién del apartado (a), con soluciones —1, 2 — /3y
2+ +/3.3.Como 0 < 15° < 45°, se cumple 0 < tan15° < 1. Solo 2 — +/3 ~ 0,268 esta en ese intervalo. 4.
Para § = 75°: 30 = 225° y tan 225° = tan 45° = 1. Resulta la misma ecuacion. Como 75° > 45°, tan75° > 1,y
la Unica solucion mayor que 1 es 2 + +/3.

Resultado: a) i) (t +1)(#* — 4t + 1); i) t = —1, 2+ /3, 2 —/3; b) ii) sen 30 = 3 cos® fsen§ — sen> §; ) ii) O =

30, 90, 150; d) tan 15° = 2 — v/3 y tan 75° = 2 + /3. Queda demostrado (b iy c i).
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EJERCICIO 117 *xx Dificil IB - P2 TZ1 Mayo 2015
a) i) Utilice el teorema del binomio para desarrollar (cos@ + i sen 6)°. ii) Use el teorema de De Moivre para
probar que
sen 50 = 5cos* 0 sen @ — 10 cos? 8 sen® # + sen® 6.
iii) Indique una expresién similar para cos 56 en funcion de cos 8 y sen 6. Sea z = r(cosa + i sen ), donde «
se mide en grados, la solucion de z° — 1 = 0 que tiene el menor argumento positivo.
b) Halle el valor de r y el valor de a.

c) Usando (a) (i) y su respuesta de (b) demuestre que 16sen*a — 20sen> a4+ 5 = 0.

—V“;b‘@ donde a,b,c,d € 7.

d) Usando lo anterior, exprese sen 72° en la forma

a) i) 1. Usamos el teorema del binomio con coeficientes 1,5,10,10,5,1 y las potencias i2 = —1, 43 = —i, ¢ =1

(cos 0 + isen)® = cos® @ + 5i cos® Osen § — 10 cos® § sen” @ — 107 cos® O sen®  + 5 cos @ sen* 6 + i sen® 6.
a) i) 1. Por De Moivre, (cosf + isenf)® = cos 56 + isen 56. 2. Igualamos las partes imaginarias del
desarrollo anterior:

senb50 = 5cos? Osend — 10 cos® O sen® 0 + sen® 6.

a) i) 1. Igualamos las partes reales: cos 50 = cos® @ — 10 cos® § sen® § + 5 cos @ sen* 6.

. 2rk . .
b) 1. Las soluciones de z° = 1 son cis %, es decir, de modulo 1 y argumentos 0°,72°,144°, ... 2. El menor
argumento positivo es 72°. Luegor =1y a = 72°.

c) 1. Como 2° = 1, el argumento 5a = 360°, asi que sen 5a = sen 360° = 0. 2. Sustituimos en (a) (ii):
sena (5cos? o — 10 cos? asen? a + sen ) = 0. 3. sen 72° # 0, luego 5 cos* & — 10 cos? asen? a + sen? o = 0. 4.

Sustituimos cos®? a = 1 — sen? a:

5(1— sen’ a)2 —10(1 - sen’ ) sen® o + sen? o = 0.
5. Desarrollamos: 5 — 10sen” a + 5sen* o — 10 sen? o + 10 sen* o + sen* o = 0, es decir, 16 sen* o —
20sen’a +5 = 0.
d) 1. Es una ecuacion de segundo grado en sen? a:

Sen2a_20ﬂ:«/400—320_20i4\/§_5i\/5
; 32 R

_ 1
J 8\/5z0,345<§y5+\/5

1
2. Como 72° > 45°, sen? 72° > 3 Con ~ 0,905, la solucion es sen? 72° =

5+\/5‘ 3.sen72° > 0, asi que sen 72° = \/5+ /8 = \/10+2\/5 = \/10+2\/3.
8 8 16 4
10 + 2v5
Resultado: b) r =1, a = 72°; d) sen 72° = +\/_ (es decir,a =10, b = 2, ¢ = 5, d = 4). Queda demostrado
(aiiyc).
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