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La geometria en el espacio lleva a tres dimensiones lo que ya sabes en el plano: los vectores tienen tres
componentes, las rectas se describen con un punto y una direccion, y aparecen los planos. Con el producto escalar
mides angulos y compruebas perpendicularidad, y con el producto vectorial obtienes un vector perpendicular a otros
dos, areas y volumenes. Después calculas angulos, distancias y posiciones relativas (cémo se cortan rectas y
planos, apoyandote en los sistemas del tema 7). Es uno de los temas con mas peso del Nivel Superior: aparece en la
Prueba 1, en la Prueba 2 y a menudo en problemas largos de contexto (aviones, drones, construcciones).

Orden recomendado

Sigue los apartados en orden: vectores, producto escalar, producto vectorial, rectas y planos, angulos y distancias,
posiciones relativas y volumenes y areas de solidos. Al final tienes los ejercicios de examenes del IB agrupados por
tipo. Hacer un esquema antes de calcular evita la mayoria de los errores.
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APARTADO 1
Vectores en el espacio

IDEA CLAVE

En el espacio un vector tiene tres componentes, pero las reglas son las
mismas que en el plano: restar coordenadas para obtener el desplazamiento,
operar componente a componente y aplicar Pitdgoras para medir. Con ellas

se calculan longitudes, se detectan puntos alineados y se localizan puntos
medios. Es |la base de las rectas, los planos y los productos escalar y
vectorial, y aparece en la Prueba 1y en la Prueba 2.

Puntos y ejes en el espacio

Para situar un punto en el espacio se fijan un origen O y tres ejes perpendiculares entre si que pasan por él: el eje z,
el eje y y el eje z. Cada punto P queda descrito por una terna de nimeros, sus coordenadas P(z,y, z): cuanto hay
que avanzar a lo largo de cada eje para llegar a él desde O. El conjunto de todos los puntos se escribe R3.

Vector fijo y vector libre

—
Dos puntos A y B determinan una flecha que va de A (el origen) a B (el extremo). Esa flecha es el vector fijo AB. Se
caracteriza por tres datos:

* sumodulo, que es la longitud del segmento AB y se escribe |AB|;
» su direccion, la de la recta AB (o cualquier recta paralela a ella);
» su sentido, el que va del origen al extremo.

El camino contrario, BZ, es el vector opuesto, que se escribe —A§. Si origen y extremo coinciden se obtiene el
vector nulo, AA =0.

Dos vectores fijos son iguales cuando tienen el mismo moédulo, la misma direccioén y el mismo sentido, aunque estén
dibujados en lugares distintos. Al agrupar todos los vectores fijos que son iguales entre si se obtiene un vector libre:

un desplazamiento sin punto de partida concreto, que se hombra con una letra en negrita, u, y que se puede dibujar
empezando en el punto que se quiera. El que empieza en el origen O y termina en un punto P es el vector de

posicion de P, @

Componentes d€ un vector

Un vector libre se describe con una columna de tres numeros, sus componentes:

Uy
u= U
us

Cada componente es el desplazamiento a lo largo de un eje: positivo si va en el sentido del eje y negativo si va en
el contrario.
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PROPIEDAD - COMPONENTES DE ﬁ

Si A(z1,y1,21) Y B(zs,y2, 22), €ntonces

L9 — I
ﬁ: Y2 — Y1
Z9 — 21

Se resta siempre extremo menos origen: B — A.

\

Y2 = Vi
Para ir de A a B se recorren tres tramos, uno paralelo a cada eje, y cada tramo es una componente. Esto es lo mismo

que en el plano (puedes repasarlo en vectores en el plano), con una componente mas.

Como OZ y O§ son los vectores de posicidn, que tienen por componentes las coordenadas de A y B, también se
cumple AB = OB — OA. Y si se conoce el origen y las componentes, el extremo sale de sumar: B= A+ AB. Con el
mismo razonamiento, si se conoce el extremo By el vector, el origenes A = B — AB.

Dos vectores son iguales si y solo si tienen las mismas componentes. Por eso, si ABC D es un paralelogramo con los
vértices en ese orden, AB = D(, y esa igualdad permite hallar un vértice desconocido.

Modulo de un vector

Al aplicar el teorema de Pitadgoras dos veces seguidas (primero en la base de la caja y luego con la altura) se obtiene
la longitud de la diagonal.

DEFINICION - MODULO DE UN VECTOR

Uy

Uz :\/u12+u22+u32
us

e

—
La distancia entre A(z1,y1,21) Y B(2a, Y2, 22) €S |AB| = /(za — 21)2 + (y2 — y1)? + (22 — 21)%.

El médulo nunca es negativo y vale 0 solo para el vector nulo. Un vector de mddulo 1 es unitario. Dividiendo un vector
u # 0 entre su moédulo se obtiene el unitario que apunta igual que u:

. 1
a=—u
|ul
2 1 2
Por ejemplo, u = [ 3 | tiene médulo /4 + 9 + 36 = 7 y su unitario es ™ 3
6 6

Suma, resta y producto por un escalar

Las tres operaciones se hacen componente a componente.
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PROPIEDAD - OPERACIONES CON VECTORES

Uy U1
Siu=|u |, v= |1 ykeR:
U3 U3
u; + v1 u; — V1 ku1
ut+v=y\u + v u—v=|u — v ku= | kuy
Uz + U3 U3 — U3 kus

—-— —
e Suma. Es encadenar dos desplazamientos: siu=ABy v = ﬁ, entoncesu+v = ﬁ Esta igualdad AB +

B45 = R se conoce como relacién de Chasles y vale para tres puntos cualesquiera.
0
e Resta.u—v=u+ (—v). Observaque u+ (—u) =0, donde 0 = [ 0 | es el vector nulo de R3.
0

e Producto por un escalar. El vector ku conserva la direccidn de u, tiene su mismo sentido si k > 0y el contrario
si k < 0, y sumddulo se multiplica por |k|:

[ku| = [k] [u]

La suma es conmutativa y el producto por un escalar es distributivo: k(u + v) = ku + kv.

Vectores paralelos (colineales)

Dos vectores son paralelos cuando uno es un multiplo del otro. También se dice que son colineales, porque
dibujados desde un mismo punto quedan en una sola recta.

DEFINICION - VECTORES PARALELOS

Los vectores no nulos uy v son paralelos si existe k € R con u = kv. En componentes, las tres
razones coinciden:

B_t_B_p

U1 V2 U3

Si alguna componente de v vale 0, no se puede dividir: entonces la componente correspondiente de u tiene que valer
0 también, y el valor de k se saca de las otras. Un método seguro es calcular k con una componente que no sea cero
y comprobar con ella las demas. Cuidado: en el espacio no basta con comparar dos de las tres razones.

Tres puntos A, By C estan alineados exactamente cuando AB y AC son paralelos. Y si un vector paralelo a otro
tiene un parametro desconocido, la proporcionalidad de las componentes da ecuaciones para calcularlo.

Punto medio de un segmento

. — — .
El punto medio M cumple AM = %AB. Igualando componentes sale una media de coordenadas.

PROPIEDAD - PUNTO MEDIO

El punto medio de A(z1,y1,21) Y B(z2,y2, 22) €S

T1+x2 Y1ty 21+ 2
M s ,
2 2 2

Si lo que se conoce es el punto medio M y un extremo A, el otro extremo se obtiene despejando: B = 2M — A. De
— —
forma mas general, el punto P del segmento con AP = tﬁ (con0<t<1lesP=A+tAB.
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Vectores base: 1, j y k

Los vectores unitarios en el sentido de cada eje son

1 0 0
i=1|0 i=11 k=10
0 0 1

DEFINICION - VECTORES BASE

i, j y k son los vectores base de R3. Todo vector se puede escribir como combinacion suya:

a
bl =ai+bj+ck
c

2

Por ejemplo, | 0 | = 2i — 5k: la componente que falta vale 0. En los problemas del IB la notacién cambia de un
-5

apartado a otro sin aviso, y las operaciones se hacen igual: (i + 2j — k) + (3j + 2k) =i+ 5j + k.

NOTA - CALCULADORA

En la Prueba 2 puedes usar la calculadora de pantalla grafica (CPG) para comprobar un médulo o una
distancia, pero en la Prueba 1 no hay calculadora: hay que dominar la raiz y simplificarla, por ejemplo v72 =
6+/2. Escribe siempre el planteamiento: el método puntta aunque falle la aritmética.

Ejemplos resueltos

EJEMPLO 1 * Basico

Componentes, modulo y un origen desconocido
Se dan los puntos A(3,—2,4), B(-1,4,1) y C(5,0,—3).

a) Hallalas componentes de ?

b) Calcula |ﬁ\ en forma exacta.

c) Halla el punto D tal que @ = ﬁ

a) Extremo menos origen:

~1-3 —4
AB—|a—-(-2)| = 6
1-4 -3

b) Pitagoras con tres componentes:
[AB| = /(42 + 62 + (—3)? = V16 1 36 + 9 = V61
c) Elextremo es el origen mas las componentes: D = C + AB = (5—4,0+6, —3—3) = (1,6,—6).

1-5 —4
Comprobacion: @ = 6-0 =16
—6 —(-3) -3

EJEMPLO 2 **x Medio
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Combinar operaciones y fijar modulo y sentido
Seanu=3i—-2j+6kyv=—-i+4j—2k.

a) Calcula 3u — 2v y exprésalo en la forma ai + bj + ck.

b) Calcula |u+ v|.

c) Halla el vector unitario con la misma direccion y sentido que u.

d) Halla un vector de médulo 21 con la misma direccion que u y sentido contrario.

a) Se opera componente a componente:

9 —2 11
gu—2v=|-6|—[8]={-14] =111 145+ 22k
18 —4 22
2
b) Lasumaesu+v=|2]|ysumodduloes+4+4+16=+24=26.
4

c) EImoddulodeuesv9+4+36=7, asique

L (3 ’

a==|-2|=|-2

7\ ¢ I

7

d) Hacefaltakuconk <0y |k|-7=21, es decir, k = —3:
-9
—3u= 6 y V81 + 36 + 324 = v441 = 21

—18

EJEMPLO 3 *k*x Dificil

Punto medio, alineacion y paralelogramo en el espacio
Se consideran los puntos A(1,2,—-1) y B(4,—1,5).

a) Halla el punto medio M del segmento AB.

b) Elpunto C(2,m,n) esta en la recta que pasa por Ay B. Hallamy n.

c) Seaahora C(6,1, 3). Halla el punto D para que ABCD sea un paralelogramo (vértices en ese orden).

d) Halla el punto P del segmento AB que cumple AP — 2A

1+4 2 -1) -1 1
a) Mediadecadacoordenada:M( ; , +é ), 2+5):(g,§,2).

3 1
— —
b) Los tres puntos estan alineados si AB y AC son paralelos. Aqui AB = | -3 | y 4C = [ m—2 . La primera
6 n+1
componente da larazén: 1 = X - 3, luego A\ = % Con ella, las otras dos componentes deben cumplir:
m—-2=3%(-3)=-1 = m=1 n+l=3-6=2 = n=1
1
Se comprueba: AC = [ -1 = éﬁ
2

c) En el paralelogramo ABCD se cumple 4B — DC. Si D(z,y, 2):

3 6—zx
d|=[1-y|] = =3, y=4, z= -3
6 3—=z2
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2
Luego D(3,4,—3). Otraforma: D = A + ﬁ, con @ =1 2 |, que da el mismo punto.
-2

d) P:A+§?: (1,2,-1) + 2(3,-3,6) = (1 +2, 2— 2, —1+4) = (3,0,3).

En el examen: en b) puntua plantear que ﬁ es paralelo a E (por ejemplo, ﬁ = AE) y comprobar las tres
componentes con el mismo A; dar m y n sin justificar pierde el método. En c) indica qué igualdad de vectores
usas y respeta el orden de los vértices: con otro orden el punto D seria distinto.

/ .
Errores tipicos

ERROR TIPICO - RESTAR AL REVES 0 OLVIDAR UNA COMPONENTE

2-6
— —
Para A(2,5,1) y B(6,1,4) es facil escribir AB = | 5 —1 |, que en realidad es ﬂ El vector AB es B — A:
1-4

extremo menos origen. Y al medir, el mddulo lleva las tres componentes al cuadrado: /42 4+ (—4)% + 32 = V41
quedarse con z e y da la longitud de la sombra del vector en el suelo, no la del vector.

ERROR TIPICO - DAR POR PARALELOS DOS VECTORES COMPROBANDO SOLO DOS RAZONES

1 2
Conu= [2] yv=|[4] las dos primeras razones coinciden (% = ﬁ), pero la tercera no (g = %), asi que no
3 5
son paralelos. Hay que comprobar las tres componentes con el mismo k. Tampoco hay que olvidar el signo:
-2 1
4 | =—-2| —2| es paralelo, con sentido contrario.
6 -3

ERROR TIPICO - PENSAR QUE |u+v|=|ul+]|v|

2 0
El médulo no se reparte sobre la suma. Conu= [0 | yv = |3 | setiene |u| + |v| =2+ /45, perou+v =
0 6
3 | y sumodulo es 7. Calcula primero el vector suma y después su médulo.
6
Resumen
9 — X1
— . — . —
e AB = |y, — 1y |:extremo menos origen. El extremoes B= A+ AB Yy elorigenes A= B — AB.
Z9 — 21

. . . - —8 .
e Dos vectores son iguales si tienen las mismas componentes; AB = D(C' caracteriza al paralelogramo
ABCD.

e Modulo: |u| = v/u? + u3 + uj. Unitario: & = u/|u].

—
* Suma, resta y producto por un escalar se hacen componente a componente; |ku| = |k||u| y AB + ﬁ =

AC.

o Paralelos: u = kv, con las tres razones iguales. A, B, C alineados si A§ I AZ?.

e Punto medio de AB: la media de cada coordenada. Punto con ﬁ = tﬁ: P=A+ tﬁ.

Clases de matematicas online y en Aldaia - 626 09 20 80 - ecuacionganadora.com 8/136



Ecuacion Ganadora Tel. 626 09 20 80

a
e Vectores base: i,j,ky | b | = ai+ bj + ck.
C
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APARTADO 2
Producto escalar y angulo entre vectores en el espacio

IDEA CLAVE

En el espacio el producto escalar funciona igual que en el plano: convierte
dos vectores en un numero que informa del angulo que forman. Con él
compruebas si dos vectores son perpendiculares, calculas angulos de

triangulos y de figuras en 3D y despejas parametros desconocidos. Es una
herramienta de la Prueba 1 (vectores sencillos, exactos) y de la Prueba 2
(problemas con la CPG).

Dos formas de calcularlo

Si ya conoces el producto escalar en el plano, aqui solo se anade una tercera componente. Dos vectoresuy v
dibujados desde el mismo punto forman un angulo € con 0° < § < 180° (en radianes, 0 < 0 < 7): siempre el menor de

los dos giros posibles.

DEFINICION - PRODUCTO ESCALAR EN R?®

Uy U1
En componentes:siu= [uy | yv= ||,
us U3

u-V = ujv; + Uty + u3v3
Forma geométrica:
u-v=|ul|v|cosé

El resultado es un numero real, no un vector.

> u

lv| cos 0

La figura esta dibujada en un plano, y eso no es una limitacion: dos vectores con el mismo origen, estén donde estén
en el espacio, siempre quedan dentro de un plano, y en ese plano el angulo § se mide como siempre. Por eso la
férmula geométrica no cambia al pasar de R? a R3.

Las dos expresiones son validas a la vez, y casi todos los problemas las igualan: unas veces conoces las
coordenadas y quieres el angulo, otras conoces el angulo y quieres un parametro de las coordenadas.
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Propiedades

PROPIEDAD - PROPIEDADES DEL PRODUCTO ESCALAR

Para vectores u, v, w de R3 y un nimero k:

e u-v=v-u(conmutativa).

e u-(v+w)=u-v+u-w (distributiva).
o (ku)-v=~Fk(u-v)=u-(kv).

e u-u=|ul?, de modo que |u| =u-u.
e u-0=0.

Todas se comprueban sustituyendo las componentes. La cuarta es la formula del mddulo ya conocida: u? + u3 + u§ =

lu|?. Con la forma geométrica sale igual, porque un vector forma angulo 0° consigo mismo. Ten presente que (u -
v) w si tiene sentido (un numero por un vector, y da un vector paralelo a w), pero (u-v) - w no, porque u- v ya es
un numero.

Como los médulos de vectores no nulos son positivos, el signo del producto escalar es el del coseno:

Angulo 0 cosf u-v
0° <60 < 90° (agudo)  positivo >0
6 = 90° (recto) cero =0
90° < 6 < 180° (obtuso) negativo < 0

Angulo entre dos vectores

METODO - ANGULO ENTRE DOS VECTORES NO NULOS

1. Calcula u - v = ujvy + usvs + usvs.

2. Calcula los médulos |u| = v/uf +u3 +u3 y [v| = /v + v + v3.
3. Despeja el coseno:

cosh = 2V
ul[v]|

4. Obtén 6 = arccos(-). Si el coseno es notable (0, j:%, i?, ilzﬁ, +1), da el angulo exacto.

Entre 0° y 180° el coseno toma cada valor una sola vez, asi que el angulo queda determinado sin ambigtiedad. Para el
angulo de un triangulo ABC en el vertice Ausa ABYy ﬁ, que salen los dos de A.

NOTA - CALCULADORA

En la Prueba 2 la CPG calcula arccos (comprueba que esta en grados o en radianes, segun lo que pida el
enunciado). Si el coseno es exacto, escribe ademas el angulo exacto: en la Prueba 1 no hay calculadora. Si la
CPG también te permite hallar el producto escalar de dos listas, Usala solo para comprobar, y deja escrita la
operacion completa en tu solucion.

Vectores perpendiculares

Si @ = 90° el coseno vale 0, y al revés. Para vectores no nulos:

PROPIEDAD - CONDICION DE PERPENDICULARIDAD

ulv <= u-v=0 <= wv;+uws+ugv3=0

Clases de matematicas online y en Aldaia - 626 09 20 80 - ecuacionganadora.com 11/136



Ecuacién Ganadora Tel. 626 09 20 80

Hay una diferencia importante respecto al plano: en R? solo existe una direccién perpendicular a una dada, mientras
que en R? hay infinitas (todas las que estan en un plano). Por eso la condicion u - v = 0 es una sola ecuacion con tres
incognitas: si te piden «un vector perpendicular a u», basta encontrar una solucion cualquiera, y si te piden el valor
de un parametro, esa ecuacion lo despeja. Para obtener un vector perpendicular a dos vectores a la vez se usa el

producto vectorial, que se ve en el siguiente apartado.

o/
Proyeccion de un vector sobre otro

La «sombra» de v sobre la recta de u es el segmento que queda al bajar desde el extremo de v una perpendicular a
esa recta (ver la figura). Su longitud con signo es la proyeccién escalar, y si se coloca en la direccion de u se obtiene

la proyeccion vectorial.

DEFINICION - PROYECCION DE v SOBRE u (CON u#0)

Proyeccidn escalar (un numero):
u-v

[u|

()

La escalar es positiva si 6 es agudo, negativa si es obtuso y cero si los vectores son perpendiculares.

|v|cos@ =

Proyeccidn vectorial (un vector paralelo a u):

La vectorial sale de la escalar multiplicandola por el vector unitario m (que marca la direccién de u), y por eso

aparece |u|? abajo. Si restas a v su proyeccion vectorial sobre u, lo que queda es perpendicular a u: sirve para
comprobar el resultado.

Ejemplos resueltos

EJEMPLO 1 *x Basico

Producto €SC211211' con médu]os Yy con Componentes

a) Los vectores py qcumplen |p| =6y |q| =2,y forman un angulo de 120°. Calcula p - q.

1 3
b) Calculau-vparau=| 2 |yv=[0],ydisielanguloque forman es agudo, recto u obtuso.
-2 4
k 2
c) Hallakparaque [ 2 | y | —3 | sean perpendiculares.
-1 4

a) Con laforma geométrica: p-q=6-2-cos120° =12 (—3) = —6.

b) Encomponentes:u-v=1-3+2-0+(—2)-4=3+0— 8= —5. Es negativo, luego el angulo es obtuso.

c) Perpendiculares significa producto escalar nulo: 2k +2 - (—3) + (—1) -4 =0, es decir, 2k — 10 =0, y k = 5.

Resultado: a) —6; b) —5 (dngulo obtuso); c) k = 5.

EJEMPLO 2 **x Medio
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Angulos y proyecciones en un triangulo del espacio
Un tridngulo tiene vértices A(1,0,2), B(3,2,1) y C(2,4,3).
a) Calcula AB - AC.

b) Halla el angulo del tridngulo en A (en radianes, exacto).

¢) Calcula BA - BC.
d) Halla la proyeccion escalar de AB sobre AC.
e) Halla la proyeccion vectorial de @) sobre ﬁ

Se restan coordenadas, extremo menos origen:

2 1
AB-( 2|, acd-|[4
1 1

a) AB-AC=2-1+2-4+(-1)-1=9.
AL
b) Losmodulosson |AB|=+v4+4+1=3y |ﬁ\ = /1416 +1 = 3/2. Entonces

1 2
cos A = 9 =—=£ — 4==I
3-3v2 2 2 4
-2 ~1
c) Los dos vectores deben salir de B: ﬂ =1-2]y ﬁ = | 2 |.Suproductoes2—4+2=0:eldngulo en
1 2
B es recto.
—
g AC-AB_ 9 _ 3 _3v3
ac| W2 V22
AC-AB 9 1
e) Se multiplica = — = = por ﬁ:
7|2 8 2
1 p
) = (5
1
L 2
3
2
Comprobacioén: ﬁ menos esa proyecciénes | 0 |,y su producto escalar con AC es 3 +0— 2 =0, como
_3
2
debe ser.
1
2
Resultado: a) 9; b) c)0;d) — 3\/_ e) |2
1
2

EJEMPLO 3 **x*x Dificil
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Parametros con perpendicularidad y con un angulo dado

1 2 k
Seana=|-2],b=] 0 |yc=|{3
3 -1 1
a) Halla k para que c sea perpendicular a 3a — b.
k 1
Seanahorau= (1] yv= 1], queformanun angulo de 60°.
1 0

b) Halla todos los valores posibles de k.

c) Para el valor de k del apartado b), calcula la proyeccion escalar de u sobre v.

3-2 1
a) Primeroelvector:3a—b=|-6-0| = | —6|.La perpendicularidad exige
9+1 10

c-(3a—b)=k—-18+10=0 = k=38
b) Seigualan las dos formas del producto escalar. Se tieneu-v =k + 1, |u| = vkZ + 2y |v| = /2, con

cosﬁOO:%:
k+1 1
VEZ+242 2

Se despeja la raiz y se eleva al cuadrado (esto puede introducir soluciones falsas, asi que habra
que comprobar):

2k+1)=+/2(k2+2) = 4(k+1)2=2(k*+2) = 2k*+8k=0 = k=00 k=4
Comprobacion: el coseno es positivo, luego hace falta k + 1 > 0. Con k = 0 se cumple (1 > 0); con k = —4 sale
—3 < 0, y ese valor da en realidad un dngulo de 120°. Solo vale k = 0.

0
. 1 2
c) Conk=0,u=|1] yu-v=1. Laproyeccion escalar de u sobre v es RASLN . £
” NERZERE

En el examen: al elevar al cuadrado una ecuacioén con raiz, comprueba siempre el signo del producto escalar
para descartar la solucion falsa; dar las dos soluciones sin comprobar se penaliza. Escribe también el desarrollo
del producto escalar antes de igualar a cero.

Resultado: a) £ = 8; b) k = 0; ¢) g

l4 -
Errores tipicos

ERROR TIPICO - MULTIPLICAR COMPONENTE A COMPONENTE Y QUEDARSE CON UN VECTOR

1 4 4
El producto escalar de dos vectores esunnumero: |2 |- | 0 | =44+0—-3=1,noelvector | 0 |.Situ
3 -1 -3

resultado todavia tiene tres componentes, falta sumar.

ERROR TIPICO - CALCULAR EL ANGULO CON VECTORES QUE NO SALEN DEL MISMO PUNTO

Para el angulo en el vértice B de un triangulo ABC hay que usar BA y ﬁ Con AB y BC obtienes el angulo
exterior, 180° — B, y el coseno sale con el signo cambiado.
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ERROR TIPICO - PENSAR QUE PERPENDICULAR A UN VECTOR ES UN UNICO VECTOR

En R? la ecuacién u - v = 0 tiene infinitas soluciones v (forman un plano). No intentes «despejar» un
vector perpendicular Unico: o te dan mas condiciones, o hay que usar el producto vectorial para fijarlo con
dos vectores.

Resumen

e ENR3 u-v=wuv + upvy + uzvz = |u||v| cos 6. Es un nimero, no un vector.
 Propiedades: conmutativo, distributivo, (ku) - v = k(u - v), u-u = |u|?. Positivo si el angulo es agudo,

negativo si es obtuso.
/ u-v q o
¢ Angulo: cosf = m, con los dos vectores saliendo del mismo punto.
u||\v
e Perpendiculares: u-v = 0. Con un parametro, esa ecuacion lo despeja.
u-v
uf?

a2 u-v q
¢ Proyeccidén escalar de v sobre u: ﬁ; vectorial:
u

¢ Sielevas al cuadrado para quitar una raiz, comprueba el signo del producto escalar.

u.
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APARTADO 3
o / /
Producto vectorial, areas y volumenes

IDEA CLAVE

El producto vectorial toma dos vectores del espacio y devuelve otro vector,
perpendicular a los dos. Sumoédulo es el area del paralelogramo que forman,

y combinado con un tercer vector da volumenes. En el examen del IB sirve
para hallar un vector normal a un plano, para calcular areas de triangulos en
R3 y para volumenes de paralelepipedos y tetraedros.

Definicion y calculo

El producto vectorial solo existe en tres dimensiones. Se escribe u x v y se lee «u cruz v».

DEFINICION - PRODUCTO VECTORIAL

Uy U1
Siu=|uy | yv=[wv |, entonces
us U3

El resultado es un vector, no un numero.

U2V3 — U3V
uXxXv=|ugv; —uUvs
U1V2 — U221

Memorizar tres expresiones largas es incomodo. Una regla mas facil es desarrollar, por la primera fila, un
determinante en el que la primera fila son los vectores base i, j, k:

i j k
Uy Uz Ug
V1 V2 U3

Uz U3
V2 U3

uxv=— =1

Fijate en el signo menos delante de la componente j: es el fallo mas habitual (se ve en los errores tipicos). Es un
determinante «simbdlico», porque la primera fila no son nimeros, pero sirve como regla de calculo.

METODO - CALCULAR uxv CON EL DETERMINANTE

1. Escribe una matriz 3 x 3 con i, j, k en la primera fila, las componentes de u en la segunda y las de v en
la tercera. El orden importa.
2. Desarrolla por la primera fila: componente en i con signo +, en j con signo —, en k con signo +.

a b
c d

4. Comprobacion rapida: el resultado debe tener producto escalar cero conuy conv.

3. Cada menor es un determinante 2 x 2: = ad — be.

NOTA - CALCULADORA

En la Prueba 2 la calculadora de pantalla grafica (CPG) puede dar el producto vectorial de dos vectores
introducidos como matrices columna. Usala para comprobar, pero en la Prueba 1 hay que saber hacerlo a
mano, y en la Prueba 2 conviene escribir también el planteamiento.
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Propiedades

PROPIEDAD - PROPIEDADES DEL PRODUCTO VECTORIAL

Para vectores u, v de R® y un niumero k:

* Anticonmutativo: v x u = —(u x v). Al cambiar el orden cambia el sentido.

» Perpendicular a los dos factores: (ux v)-u=0y (uxv)-v=0.

e Paralelos: u x v =0 si y solo si uy v son paralelos (uno es multiplo del otro). En particular u x u = 0.
e Distributivo:ux (v+w)=uxv+uxw,Vy(ku)xv==~k(uxv).

e Moédulo: |u x v| = |u||v|sin 6, siendo 8 el angulo entre los dos vectores (0° < 6 < 180°).

Para ver por qué el resultado es perpendicular, multiplica escalarmente u por u x v: los seis términos que aparecen
se anulan por pares, y lo mismo ocurre con v. De ahi sale también la propiedad de los vectores paralelos: si v = Au,
cada componente tiene la forma A(uqus — uzuz) = 0.

La formula del médulo se deduce de la identidad [u x v|? = [ul?|v|*> — (u- v)?, que se comprueba desarrollando las
componentes. Si sustituyes u - v = |ul||v|cos §, queda

lux v|* = [u’|v|*(1 — cos® ) = |u|?|v|*sin’ 0
y como siné > 0 entre 0° y 180°, se extrae la raiz sin ambigiedad. Observa el parecido con el producto escalar: alli
aparece cos  y da un numero; aqui aparece sin 6 y da el moédulo de un vector.

Un vector perpendicular a otros dos

Es la aplicacion mas frecuente. Si u y v no son paralelos, cualquier vector perpendicular a ambos es un multiplo de
u x v. Para obtener uno de médulo 1 se divide entre su modulo:

. uxv
n=+

lu x v|

Con tres puntos A, B, C no alineados, el vector ﬁ X ﬁ es perpendicular al plano que los contiene. Sera la base
para hallar la ecuacion del plano en el apartado siguiente.

Area de un paralelogramo y de un triangulo

Area = [u x V|
h=|v|sen 0

<

4 =
" B

Un paralelogramo de lados u y v tiene base |u| y altura h = |v|sin §. Su area es base por altura, es decir, exactamente
el modulo del producto vectorial.
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PROPIEDAD - AREAS CON EL PRODUCTO VECTORIAL
o Paralelogramo determinado poruy v: A= |ux v]|.
aa 1
e Tridngulo con dos ladosuyv: A= §|u X v|.

1—
+ Triangulo ABC: A= 5[AB x ad).

El triangulo es la mitad del paralelogramo porque la diagonal lo reparte en dos triangulos iguales. Lo bueno de esta
féormula es que funciona en el espacio, donde no se puede usar «base por altura entre dos» sin hallar antes la altura.
Ademas, tienes la comparacion con la formula trigonométrica %ab sin C del area de un triangulo: es la misma, escrita
con vectores.

Producto mixto y volumenes

Con tres vectores u, v, w que salen del mismo punto se forma un paralelepipedo (una caja con caras
paralelogramos). Su base es el paralelogramo de uy v, de area |u x v|; su altura es la componente de w en la
direccion perpendicular a la base, es decir, |w||cos |, donde ¢ es el angulo entre w y u x v.

DEFINICION - PRODUCTO MIXTO

El producto mixto de tres vectores es el nimero (u x v) - w. Se puede calcular como un determinante cuyas
filas son las componentes de los tres vectores:

Uy Uz ug
(uxv)-w=|v; vy w3
w; w2 ws

TEOREMA - VOLUMEN DEL PARALELEPIPEDO Y DEL TETRAEDRO
El volumen del paralelepipedo determinado por u, vy w es
V=|uxv) w|

y el del tetraedro (piramide de base triangular) que forman los tres vectores es la sexta parte:

1
V:g‘(uxv)-w’

El valor absoluto es necesario: el producto mixto puede salir negativo segun el orden de los vectores, pero un
volumen no. La sexta parte viene de que una piramide ocupa un tercio del prisma de su misma base y altura, y la base
1 1

. . . l 11
triangular es la mitad del paralelogramo: 3 - 5 = 3.

Un caso especial muy util: si (u x v) - w = 0, el volumen es cero y los tres vectores son coplanarios (estan en un
mismo plano).

Ejemplos resueltos

EJEMPLO 1 * Basico
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Calcular un producto vectorial y comprobarlo

1 4
Seanu=[2]|yv=]-1
3 2
a) Calculauxv.
b) Calcula (u x v) - uy comprueba que el resultado es el esperado.
c) Escribe v x u sin repetir el calculo.
a) Con el determinante:
i j k
uxv=[1 2 3/=i(2-2-3-(-1)—-j(1-2-3-4)+k(1-(-1)—2-4)
4 -1 2
7
=7i4+10j—9k= | 10
-9
b) (uxv)-u=7-14+10-2+(-9)-3 =7+ 20— 27 = 0. Es cero, como debe ser: el producto vectorial es
perpendicular a u.
=7
c) Al cambiar el orden se cambia el signo: v xu=—(uxv) = | —10
9

EJEMPLO 2 *%x Medio

Un triangulo en el espacio: normal; area y vector unitario

Los puntos A(1,0,2), B(3,1,0) y C(2,3,1) son los vértices de un triangulo.

a)
b)

c)

Halla AB x AC.

Calcula el area del triangulo ABC.

Halla el vector de modulo 1 perpendicular al plano del triangulo cuya primera componente sea positiva.

Primero los vectores que salen de A, restando extremo menos origen:

a)

b)

c)

2 1
aB=|1|, ad=|3
—2 -1

Con el determinante:

ABx AC =i(1-(~1)— (=2)-3)—§(2-(~1) = (-2)- 1) +k(2-3—1-1)

5
=5i—0j+5k= (0
5
El médulo es v/25 + 0 + 25 = 5v/2, y el area es la mitad:
1 5v/2
A==-5V/2=—
2 V2 2
5
El vector | 0 | es perpendicular al plano. Se divide entre su médulo 5v/2:
5
1
1 (° V2 2
A=——=1[0]=]10]=1]0
512 L %
5 7 £
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La primera componente es positiva, asi que no hay que cambiar el signo.

EJEMPLO 3 *%x*x Dificil

Volumen de una caja con parametro y vectores coplanarios

2 0 1
Considera los vectoresu= [1],v=[3]|yw= | k|, donde k € R.
0 1 2

a) Hallau x vy, a partir de él, el producto mixto (u x v) - w en funcién de k.
b) Parak =0, calcula el volumen del paralelepipedo y el del tetraedro determinados por los tres vectores.
c) Hallalos valores de k para los que el paralelepipedo tiene volumen 5.

d) Halla el valor de k para el que los tres vectores son coplanarios.

a) Desarrollamos el determinante simbdlico:

1
uxv=i(1-1-0-3)—j(2-1-0-0)+k(2-3—-1-0)= | -2
6

Multiplicamos escalarmente por w:
(uxv) - w=1-14+(-2)-k+6-2=13 -2k
b) Con k = 0 el producto mixto vale 13. El paralelepipedo tiene volumen |13] = 13 y el tetraedro %
c) Elvolumen es |13 — 2k|, y se pide que valga 5. Hay dos casos:
13—-2k=5 = k=4 o 13—-2k=-5= k=9
El valor absoluto da dos soluciones; las dos cajas tienen el mismo volumen, aunque con orientaciones opuestas.

d) Coplanarios significa volumen cero: 13 — 2k = 0, luego k = TR
En el examen: cuando un volumen se iguala a un numero, no olvides el valor absoluto, que da dos valores
del parametro. Y si te piden el volumen del tetraedro, divide entre 6: es la confusién mas frecuente con

el paralelepipedo.

! -
Errores tipicos

ERROR TIPICO - OLVIDAR EL SIGNO MENOS DEL VECTOR J

Al desarrollar el determinante simbdlico, la componente en j lleva el signo —. Si calculas +j (ujvs — usv;)
obtienes un vector que ya no es perpendicular a u ni a v. Comprueba siempre con un producto escalar: debe
salir 0.

ERROR TIPICO - CAMBIAR EL ORDEN Y MANTENER EL SIGNO

u X vy v X uson opuestos, no iguales. Para el area da igual (el médulo es el mismo), pero si el vector se usa
como normal de un plano o en un producto mixto sin valor absoluto, el signo importa.
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ERROR TIPICO - USAR EL PRODUCTO VECTORIAL EN EL PLANO 0 CONFUNDIRLO CON EL
ESCALAR

El producto vectorial se define solo para vectores de tres componentes: si los vectores estan en el plano,
anade una tercera componente 0. Y no lo confundas con el escalar: el escalar da un nimero (y sirve para
angulos y perpendicularidad), el vectorial da un vector (y sirve para areas, normales y volumenes).

Resumen

U2V3 — U3V2
e Producto vectorial: u x v = | ugv; — ujv3 |, que se obtiene con el determinante simbolico de i, j, k
U1V2 — UV
(signo — en la componente j). Es un vector.
» Propiedades: v x u = —(u x v); es perpendicular auy a v; vale 0 si y solo si son paralelos; |u x v| =
|ul|v|sin 6.
* Vector perpendicular auy v: u x v (0o su multiplo); unitario: dividir entre su médulo.

* Areas: paralelogramo |u x v|; triangulo 1|u x v|, por ejemplo %|A—B> X ﬁL

* Producto mixto (u x v) - w = determinante de los tres vectores. Volumen del paralelepipedo = |(u X v) -

w|; del tetraedro, la sexta parte. Si vale 0, los vectores son coplanarios.
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APARTADO 4
Ecuaciones de la recta y del plano en el espacio

IDEA CLAVE

En el espacio, una recta se fija con un punto y un vector director, y un plano
con un punto y dos vectores directores (o con un punto y un vector normal).

Saber escribirlos en todas sus formas y pasar de una a otra es la base de los
angulos, las distancias y las posiciones relativas, y aparece en la Prueba 1y
en la Prueba 2.

Ecuaciones de la recta en el espacio

La idea es la misma que en el plano: una recta queda determinada por un punto A de ella, con vector de posicion
a, y por una direccion, dada por un vector director d # 0. Lo Unico que cambia es que ahora los vectores tienen
tres componentes.

DEFINICION - ECUACION VECTORIAL DE LA RECTA

dy
La recta que pasa por A(zg, Yo, 20) con vector director d = (dz) es el conjunto de puntos r que cumplen
ds

r=a+ Ad, AeR

))&

Cada valor de X da un punto de la recta. No hay una Unica ecuacidn: sirve cualquier punto de la recta y cualquier
multiplo no nulo de d.

0, con componentes,

e 8

Si se igualan las componentes se obtienen las ecuaciones paramétricas:

(.’E:a}(]—i-)\dl
Y =yo + Adz
z=2zy+ Ad3

Y si dy, dy y d3 no son cero, al despejar A en las tres e igualar queda la ecuacién continua:

T—To Y—Y =z2—%2

dy dy ds

METODO - RECTA QUE PASA POR DOS PUNTOS

1. Calcula el vector director como ﬁ = B — A (final menos inicio). Si quieres, simplificalo dividiendo por
un factor comun.

2. Toma A (o B) como punto de la recta.

3. Escribe la forma que te pidan: vectorial, paramétricas o continua.

4. Comprueba con el otro punto: debe existir un A que lo produzca en las tres componentes.
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Para decidir si un punto P pertenece a la recta, se sustituyen sus coordenadas en las paramétricas y se comprueba
que el mismo A cumple las tres ecuaciones. Basta que falle una para que P no esté en la recta.

NOTA - UNA RECTA DEL ESPACIO NO TIENE UNA SOLA ECUACIGN CARTESIANA

En el plano, axz + by + d = 0 describe una recta. En el espacio, una ecuacion de ese tipo describe un plano (lo
ves mas abajo). Una recta se escribe como interseccion de dos planos, es decir, con dos ecuaciones a la vez,
o con las formas vectorial, paramétrica y continua. Si una componente del director vale 0, por ejemplo d3 = 0,
T—Xy _ Y—Y

la continua se escribe
di ds

y 2 = Z20-

Ecuaciones del plano
Un plano necesita mas informacién que una recta. Hay dos maneras habituales de fijarlo.

¢ Un punto y dos vectores directores no paralelos entre si, u 'y v, que quedan contenidos en el plano: desde A
puedes llegar a cualquier punto del plano avanzando cierta cantidad de u y cierta cantidad de v.
e Un punto y un vector normal n, perpendicular al plano.

DEFINICION - ECUACION VECTORIAL Y PARAMETRICAS DEL PLANO
El plano que pasa por A (vector de posicidn a) y tiene vectores directores no paralelosuy v es
r=a+ Au+ uv, AupeR
Al separar las componentes, con u = (ug, u2,u3) y v = (v, v2,v3), Se obtienen las ecuaciones paramétricas:

T = xo+ Aug + puy
Y = yo + Auy + pvs
z = 2y + Aug + pus

Ahora hay dos parametros: una recta tiene uno, un plano tiene dos.

. . . . . -
Si el plano viene dado por tres puntos A, By C que no estan alineados, los dos vectores directores pueden ser AB y
AC y el punto, A.

El vector normal

Un vector n no nulo es normal (o perpendicular) al plano cuando es perpendicular a todos los vectores contenidos en
él. Para comprobarlo basta con que lo sea a dos vectores directores no paralelos, y de ahi sale como calcularlo.
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PROPIEDAD - VECTOR NORMAL A UN PLANO

Siuy v son vectores directores del plano, entonces n = u x v es un vector normal. Cualquier multiplo no nulo
de él también lo es.

Un punto P estd en el plano si y solo si ﬁ -n = 0, donde A es un punto del plano.

La intuicion: el producto vectorial (apartado anterior) da un vector perpendicular a los dos que se multiplican, y esos
dos generan el plano. La segunda parte dice que ir de A a cualquier punto del plano es moverse por él, y ese
movimiento es siempre perpendicular a n.

Ny .
Ecuacion cartesiana

a
Sean = | b | un vector normal y A(zo, yo, 20) Uun punto del plano. La condicion ﬁ -n = 0 para P(z,y, z) se escribe
C

a(z — o) + by —yo) +c(z—20) =0

Al operar y agrupar las constantes queda la ecuacion cartesiana.

TEOREMA - ECUACION CARTESIANA DEL PLANO
Un plano con vector normal n = (a, b, ¢) que pasa por A tiene ecuacién
ax + by + cz = d, d=axy+byy+czx=a-n

Dicho en forma vectorial, r - n = a - n. Reciprocamente, en az + by + cz = d los coeficientes (a, b, ¢) forman un
vector normal del plano.

Las dos formas, r-n=a-ny az + by + cz = d, dicen lo mismo: la segunda es la primera con las componentes
escritas, y d es el numero a - n (el mismo para todos los puntos del plano).

Una consecuencia util: dos planos con vectores normales proporcionales son paralelos, y los planos az + by + cz = d
y azx + by + cz = d’ lo son siempre.

Pasar de una forma a otra

METODO - PLANO POR TRES PUNTOS, A ECUACION CARTESIANA

1. Calculau = ﬂ?) yv :ﬁ.

2. Calcula el vector normal n = u x v (puedes dividirlo por un factor comun).
3. Escribe ax + by + ¢z = d con (a, b,c) = n.

4. Obtén d sustituyendo las coordenadas de A.

5. Comprueba con By con C.

METODO - OTROS CAMBIOS DE FORMA

1. De cartesiana a paramétricas: da a dos de las variables los valores Ay u y despeja la tercera. Por
ejemplo,dex +2y —z=3cony=A z=psalex =3 —-2X+ p.

2. De paramétricas (o vectorial) a cartesiana: calculan = u x v, pon az + by + cz = d y halla d con el
punto A. (Alternativa: eliminar A y u del sistema, mas largo.)

3. De un punto y un normal a vectorial: busca dos vectores no paralelos perpendiculares a n (cumplen w -
n = 0) o, mas corto, dos puntos mas del plano.
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NOTA - QUE FORMA SE PIDE Y COMO SE ESCRIBE

Si el enunciado pide «una ecuacidn vectorial», hay infinitas respuestas validas. Si pide la ecuacion cartesiana,
ofrece ax + by + cz = d con a, b, c y d enteros y sin factor comun. Para comprobar tu resultado, sustituye los
puntos que has usado y mira que el vector normal sea perpendicular a los vectores directores (producto
escalar nulo). En la Prueba 2, la CPG puede calcular el producto vectorial o resolver el sistema que da el plano,
pero escribe siempre el planteamiento.

Ejemplos resueltos

EJEMPLO 1 * Basico

Una recta por dos puntos

Se consideran los puntos A(2,-1,3) y B(4,1,0).

a) Halla un vector director de la recta AB de componentes enteras primas entre si.
b) Indica si el punto P(8,5,—6) pertenece a la recta AB.

c) Elpunto Q(6,m,k) estd enlarecta AB. Hallamy k.

2
—
a) AB=B-A=| 2 |,ysuscomponentes ya no tienen factor comun. Las ecuaciones de la recta, con
-3
punto A, son
2 ) r=2-+2\ 5 . 3
r=[-1]+x[ 2], y=—142x, =2—2_y*rl_z-
2 2 -3
3 -3 lz=3-3x

b) Sesustituye P:2+2X=8daX=3;,-1+2X=5da)X=3;3—3\=—6da\=3. Elmismo valor cumple las
tres ecuaciones, asi que P pertenece a la recta.

c) Dexz=6:2+2\=06,luego A =2.Entoncesm=-1+2-2=3yk=3-3-2=-3.

EJEMPLO 2 * % Medio

Plano por tres puntos
Se consideran los puntos A(1,0,2), B(3,1,1) y C(2,3,0).
a) Halla un vector normal al plano 7 que pasa por A, By C.

b) Halla la ecuacion cartesiana de 7 en la forma az + by + ¢z — d = 0, con a, b, ¢, d enteros primos entre si y
a>0.

c) Elpunto D(k,1,1) pertenece a w. Halla k.

d) Halla el punto en el que « corta al eje OX.

—
a) Dos vectores directores son AB = (2,1,—-1)y ﬁ = (1,3, —2). No son paralelos, porque no son
proporcionales. Un vector normal es su producto vectorial:
1-(-2)—(-1)-3 1
ABxAC=[(-1)-1-2-(~2) | = (3
2:3—-1-1 5

b) Laecuacionesz +3y+5z=d.Con A:d=1+0+ 10 =11, asi que
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z+3y+5z—11=0
Comprobacion con B:3+3+5 =11.Con C: 2+ 9+ 0 = 11. Los dos cumplen la ecuacion.
c) Sesustituye D:k+3-1+5-1=11, luego k = 3.
d) Eleje OX son los puntos (z,0,0). Sustituyendo: z = 11, asi que el punto de corte es (11,0, 0).

EJEMPLO 3 *xx Dificil

De paramétricas a cartesiana, un p]ano paralelo y el pie de la perpendicular

El plano II; tiene ecuacién vectorial

1 1 0
r=|0]+s|2]|+t|1], s,teR
2 0 3
a) Halla la ecuacion cartesiana de II; en la forma az + by + cz — d = 0, con a, b, ¢, d enteros primos entre si 'y

a>0.

b) El plano II, es paralelo a II; y pasa por P(8,—2,0). Halla d en su ecuacion 6z — 3y + z = d, escribiéndola
antesenlaformar-n=a-n.

c) Larecta que pasa por Py es perpendicular a II; corta a II; en el punto Q. Halla las coordenadas de Q.

a) Los vectores directores sonu = (1,2,0) y v = (0, 1, 3). El vector normal es

2:3—-0-1 6
n=uxv=|0-0-1-3|=1-3
1-1-2-0 1

Entonces 6z — 3y + z =d, y con el punto (1,0,2):d =6+ 0+ 2 = 8.
6xr—3y+2—8=0
Comprobacién con otro punto del plano, A +u+v =(2,3,5):12—-9+5 = 8.

b) Dos planos paralelos comparten vector normal, asi que n = (6, —3,1) también vale para II,. Con a =

(8,—2,0):
6 8 6
r-|-3|=|-2|-|1-3|=48+6+0=54
1 0 1

PortantoIl, : 6z —3y+2z=>54yd=54.

c) Larecta perpendicular a IT; por P tiene como vector director n:

8 6
r=|-2|4+A]-3] = =846\ y=-2-3\,2=2A
0 1

Se sustituye en 6z — 3y + z = 8&:
6(84+6))—3(—2—-3A\)+A=8 = 54+46A=8 — A =-1
Entonces Q@ = (8 — 6, -2+ 3, —1) = (2,1, —1). Comprobacién enII;: 12 -3 — 1 = 8.

En el examen: en un cambio de forma puntua el planteamiento: el vector normal bien calculado (producto
vectorial o dos productos escalares nulos) y la sustitucidon del punto para hallar d. En el apartado c) escribe la
recta con su parametro y sustituyela en la ecuacion del plano; el resultado debe comprobarse en el plano.
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/ .
Errores tipicos

ERROR TIPICO - USAR UN PUNTO COMO VECTOR NORMAL, 0O LOS VECTORES DIRECTORES
COMO NORMAL

En az + by + cz = d, el vector (a, b, ¢) es el normal, no el que va dentro del plano. Y los vectores uy v de la
ecuacion vectorial son directores: para obtener el normal hay que hacer u x v. Un fallo muy habitual es copiar
los coeficientes de un director como si fueran los de la cartesiana. Se detecta con una sola comprobacion: el
normal debe tener producto escalar nulo conuy con v.

ERROR TIPICO - CREER QUE az+by+cz=d DESCRIBE UNA RECTA EN EL ESPACIO

En el plano, una ecuacion lineal con x e y es una recta. En el espacio, una ecuacién lineal con tres variables es

un plano. Para una recta hacen falta dos ecuaciones a la vez, o su forma vectorial, paramétrica o continua. Si

z—1 y z+4
en una pregunta aparece una recta como 2 = § 1

, ho la conviertas en una sola ecuacion.

ERROR TIPICO - OLVIDAR EL SIGNO O EL TERMINO INDEPENDIENTE AL CALCULAR d

La constante d = ax( + by + cz; se obtiene con las coordenadas de un punto del plano, con sus signos. En
A(1,0,2) yn=(1,3,5) sale d =11, no 1 + 3 + 5. Para pasar a la forma az + by + cz — d = 0 cambia el signo de d
al pasarlo al otro lado. Conviene comprobar con otro punto del plano antes de dar el resultado.

Resumen

o Rectaen R% r = a+ \d; paramétricas = = zy + Ady, y = yo + Ada, z = 2y + Ads; continua : ; = =
1

- ; h_Z2-% ; 20 Por dos puntos: director 4B = B — A.
2 3

¢ Un punto esta en la recta si el mismo A cumple las tres componentes.

e Plano:r = a+ Au + uv con dos directores no paralelos (dos parametros). Por tres puntos: ﬁ y ﬁ

e Vector normal: n = u x v; P esta en el plano si AP -n = 0.

» Cartesiana: az + by + cz =dconn = (a,b,c) yd=a-n; es lo mismo quer-n = a-n. Planos con
normales proporcionales son paralelos.

* Unarecta en el espacio no tiene una sola ecuacién cartesiana: son dos planos.
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APARTADO 5
Angulos y distancias en el espacio

IDEA CLAVE

Con el producto escalar se miden angulos entre rectas y planos, y con el
vector normal, o con el producto vectorial, se miden distancias. Cada calculo

parte de un vector director o de un vector normal y acaba en una formula
corta. En el examen del IB aparecen sueltos en la Prueba 1y encadenados en
los problemas largos de la Prueba 2.

Angulo entre dos rectas

Dos rectas que se cortan forman cuatro angulos, iguales de dos en dos: uno agudo (o recto) y otro obtuso. Como
angulo entre las rectas se toma siempre el agudo, es decir, un valor entre 0° y 90°. Si las rectas son paralelas, el
angulo es 0°.

Dos rectas que se cruzan sin cortarse (se llaman alabeadas) no forman angulo en sentido estricto, pero se les asigna
el de sus direcciones: es el que forman dos rectas que se cortan y tienen los mismos vectores directores.

Un vector director marca el sentido de recorrido y su opuesto describe la misma recta; por eso al aplicar el producto
escalar se toma el valor absoluto, que descarta el angulo obtuso.

TEOREMA - ANGULO ENTRE DOS RECTAS

Sid; y d; son vectores directores de dos rectas, el angulo § que forman cumple

|d; - da

, 0° <6 <90°
|dy | [da

cosf =

Sale directamente de la féormula del angulo entre vectores del apartado de producto escalar, con el valor absoluto
anadido. Si no pones el valor absoluto y el producto escalar sale negativo, obtienes el angulo obtuso: 180° — 6.

Angulo entre dos planos y entre recta y plano

Un plano queda orientado por su vector normal n, el que es perpendicular a él (en az + by + cz = d es n = (a, b, ¢); si
no lo recuerdas, repasa el apartado de rectas y planos). Dos planos que se cortan forman un angulo igual al de sus
normales, porque girar un plano gira su normal en el mismo angulo.

TEOREMA - ANGULO ENTRE DOS PLANOS
Sin; y ny son vectores normales de dos planos, el angulo 6 entre los planos cumple

|1’11 '1’12|
1| |ny|

cosf = , 0° <6 <90°

Para una recta y un plano la situacién cambia. El angulo entre la recta y el plano es el que forma la recta con su
proyeccion sobre el plano (la «<sombra» de la recta). Si ¢ es el angulo entre la recta y el plano, el angulo entre la recta
y la normal vale 90° — ¢, y como cos(90° — ¢) = sin ¢, aparece el seno.
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TEOREMA - ANGULO ENTRE UNA RECTA Y UN PLANO

Si d es un vector director de la recta y n un vector normal del plano, el angulo ¢ entre la recta y el
plano cumple

/d-n|
|d|[n]’

sin p = 0° < <90°

Casos extremos: sid - n = 0, la recta es paralela al plano (o esta contenida en él) y ¢ = 0°; si d es proporcional a n, la
recta es perpendicular al plano y ¢ = 90°.

NOTA - PRUEBA 2: GRADOS Y FUNCIONES INVERSAS

Para pasar de cosf o de sin ¢ al angulo, usa cos ' o sin™! con la calculadora de pantalla grafica (CPG) en modo
grados. En la Prueba 1 se deja el resultado exacto, por ejemplo § = arccos % salvo que salga un angulo
conocido (30°, 45°, 60°...). Escribe siempre la formula con los numeros sustituidos antes del resultado.

Distancia de un punto a una recta

La distancia de un punto P a una recta ¢ es la menor distancia de P a un punto de {. Se alcanza en el punto @ de la
recta tal que ﬁ es perpendicular a ella. Hay dos caminos y conviene dominar los dos.

METODO - DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA: PERPENDICULAR DESDE EL PUNTO
1. Escribe un punto genérico de la recta, Q@ = A + Ad, con A un punto de la recta y d su vector director.
2. Calcula m = @ — P, que depende de A.

3. Impoén PQ - d = 0: queda una ecuacion lineal en A. Resuélvela y sustituye para obtener el pie de la
perpendicular Q.

4. La distancia es |@|.

Este método da ademas el pie @), que a menudo se pide aparte (para hallar el simétrico de P respecto de la recta,
por ejemplo).

TEOREMA - DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA CON EL PRODUCTO VECTORIAL

Si A es un punto de la recta y d su vector director, la distancia de P a la recta es

|AP x d|

dist(P, £) = a

La razon: |ﬁ x d| es el area del paralelogramo que tiene como lados AP y d. Su base mide |d| y su altura es justo la
distancia buscada, asi que dividiendo el area entre la base sale la altura.

Para dos rectas paralelas, la distancia entre ellas es la de cualquier punto de una a la otra. Para una recta paralela a
un plano, es la distancia de cualquier punto de la recta al plano.

Distancia de un punto a un plano

La distancia de P a un plano = es la longitud del segmento perpendicular a = que sale de P. Si Q es su pie en el

plano, d = |PQ).
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Q T

Para obtener una férmula, toma un punto cualquiera F' del plano. La distancia d es la longitud de la proyeccion de FP
sobre la direccion de la normal n (en el dibujo, el segmento discontinuo FP y la perpendicular PQ). Esa longitud es

F? -n
|T, y en el numerador, con F en el plano, quedap-n—f-n=p-n — do.
n

TEOREMA - DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO

La distancia del punto P(zo, yo, 20) al plano az + by + cz = d es

lazg + byo + czo — d|
vaz+b:+c?

dist(P, ) =

Fijate en que el plano esta escrito con el término independiente en el segundo miembro, asi que en el numerador se
resta d. Si la ecuacion viene como az + by + cz + k = 0, el numerador es |azg + byy + czo + k|.

METODO - PIE DE LA PERPENDICULAR A UN PLANO

1. Larecta por P perpendicular al planoesr = P + An.

2. Sustituye sus puntos en la ecuacion del plano y despeja A.

3. Con ese )\ se obtiene el punto @ del plano mas cercano a P. El simétrico de P respecto del plano es
P +2)\n.

Con la misma idea se calcula la distancia entre dos planos paralelos (un punto de uno a la ecuacién del otro).

Distancia entre dos rectas que se cruzan

Si dos rectas /; y £5 no son paralelas y no se cortan, la distancia entre ellas se mide a lo largo de la perpendicular
comun: el unico segmento que une las dos rectas y es perpendicular a ambas. Su direccion es la de un vector
perpendicular a d; y a d,, es decir, d; x d,.

TEOREMA - DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS QUE SE CRUZAN

Sean A; un punto de ¢; y As un punto de /5, con vectores directores d; y ds. La distancia entre las rectas es

—
di o |A1A2 . (d1 X dz)l
ISt(Zl,fz) = ‘dl » d2|

Es la proyeccion del vector A4; A4, (que une las dos rectas) sobre la direccion perpendicular comun. Sid; x dy = 0, las
rectas son paralelas y la férmula no sirve: se usa la distancia de un punto a una recta. Si el numerador sale 0, las
rectas se cortan.
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METODO - DISTANCIA ENTRE RECTAS QUE SE CRUZAN POR EL PLANO PARALELO

1. Calculan = d; x ds.
2. Escribe el plano w que contiene a ¢; y tiene normal n: pasa por A; y es paralelo a /5.
3. La distancia entre las rectas es la distancia de A, (o de cualquier punto de ¢,) al plano .

Es la misma cuenta que la formula, pero paso a paso, y sirve de comprobacion.

NOTA - QUE METODO ESCOGER

En la Prueba 1 conviene el método con el que menos operaciones haces con los datos del enunciado: la
plano. Si el enunciado pide ademas el pie de la perpendicular, usa el método del punto genérico. En la

que escribirlo.

E] emplos resueltos

EJEMPLO 1 *x Basico

Angulos entre rectas y planos

formula del producto vectorial para punto-recta y para rectas que se cruzan, y la formula directa para punto-

Prueba 2, la CPG resuelve sistemas y calcula moédulos y productos vectoriales, pero el planteamiento hay

1 1 3 2
Se consideranlasrectasf;: r= |0 + A |2]ydl:r=|—-1]+pu|—-1],ylosplanosm : 2z + 3y + 62 =12
2 2 0 2

yme: x—2y+2z=4.

a) Halla el angulo entre £ y £5.
b) Halla el angulo entre 4; y m;.
c) Halla el dngulo entre 71 y m.

Da cada angulo en grados, con un decimal.

a) Los vectores directores sond; = (1,2,2) ydy = (2,-1,2), con |d;| = 3y |ds| = 3. El producto escalar es

dl'd2:2*2+4:41

4] _ 4 o
0=—=- 0 ~ 63,6
COSs 33 9 5
b) Conn; =(2,3,6), mi| =v4+9+36=7,yd; -n; =2+ 6+ 12 = 20. Al tratarse de recta y plano se usa
el seno:
20 20
i = = ~ 72,2°
sin ¢ 3.7 = o1 = =72
C) Conngz(l,—2,2),|n2|:3,yn1-n2=2—6—|—12:8:
8 8 ®
= — = — = I~
cos 6 73 321 0 ~ 67,6

EJEMPLO 2 *%x Medio
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Distancias desde un punto: a una recta y a un plano

1 2
Se consideran el punto P(4,3,—1),larectal: r= 2] +A| 1 |yelplanow: z+2y—2z=3.
0 -2

a) Halla el pie Q de la perpendicular trazada desde P a la recta /.
b) Calcula la distancia de P a /.
c) Calcula la distancia de P al plano .

d) Halla el punto de = mas cercano a P.

a) Un punto genérico de £ es Q(1 + 2\, 2+ A, —2)). Entonces

2\ — 3
PO=|r-1
1—2)

y se impone PQ -d =0cond = (2,1,—2):
2@A—3)+(A—-1)—20-20)=9A—-9=0 = Ai=1
Por tanto Q(3, 3, —2).
b) ﬁ = (—1,0,—1), luego dist(P,£) = VI + 0 + 1 =+2.
Comprobacion con el producto vectorial: con A(1,2,0) esﬂ; =(3,1,-1)y AP xd=(-1,4,1), de modulo
v/18 = 3+/2. Dividiendo entre |d| = 3 se obtiene /2.
c) Conn=(1,2,-2), |n|=3:

4 2 —
dist(P,7) = # = g =3

d) Larecta por P perpendicular a7 es (4 +t, 3 + 2¢, —1 — 2t). Al sustituir en el plano: (4 4+ t) + 2(3 + 2t) —
2(—1—2t) = 3, es decir, 12+ 9t = 3 y t = —1. El punto mas cercano es

3,1, 1)
Comprobacién:3+2—-2=3,y |Pﬁ| = |(—1,—-2,2)| = 3, que coincide con la distancia del apartado c).

EJEMPLO 3 **xkx Dificil

Dos rectas que se cruzan: perpendicular comun y distancia

1 1 0 1
Se consideranlasrectasé1: r= | =1 | +A|2|yb:r=[2]|+u|l
2 2 1 0

a) Demuestra que las rectas se cruzan y halla un vector perpendicular a las dos, con componentes enteras
primas entre si y primera componente positiva.

b) Halla el angulo entre las dos rectas, en grados.
c) Calcula la distancia entre ¢; y 5.

d) Hallala ecuacion cartesiana del plano que contiene a ¢; y es paralelo a 43, en laformaaz + by +cz+ k=0
con a = 2, y comprueba el resultado del apartado c) con la distancia de un punto de 4, a ese plano.

a) Los vectores directores (1,2,2) y (1,1,0) no son proporcionales, asi que las rectas no son paralelas. Para
ver si se cortan se usan parametros distintos:

1+A=pun
—142A=2+p
2+22=1
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La tercerada A = —%, la primera entonces u = % y la segunda queda —2 = g que es falso. El sistema no tiene
solucion: las rectas no se cortan y, al no ser paralelas, se cruzan.

Un vector perpendicular a las dos es

2-0-2-1 —2
d1Xd2: 2-1-1-0] = 2
1-1-2-1 =1

Cambiando el signo se cumple la condicion pedida: n = (2, —2,1). Comprobacién:n-d; =2-4+2=0yn-
d;=2-2+0=0.
b) di-do=1+2+0=3|di| =3y|ds| =V2:

3 1
3v2 V2
_17 ’

3,—1). Entonces

cosf = = 0 =45°

c) Con A;(1,-1,2)y A5(0,2,1), es A1 Ay = (

—_—
Ajdy n=-2-6-1=-9, |n=v4+4+1=3
dist(él,éz) = |_—39‘ =3

d) Elplano pasa por A4;(1,—1,2) connormaln = (2,—2,1): 2z — 2y + 2 = 2+ 2+ 2 = 6, es decir,
20 —2y+2—-6=0
El plano contiene a 41 (pasa por A1 y su hormal es perpendicular a di) y es paralelo a £2 (su normal es
perpendicular a d,). La distancia de A4,(0,2,1) al plano es
o-4+1-6/_9 _,
vi+4+1 3

igual que en el apartado c).

En el examen: en un apartado «demuestre que se cruzan» hay que probar las dos cosas, que no son paralelas y
que el sistema no tiene solucidn; con una sola no basta. Para la distancia, escribe qué vector usas como
perpendicular comun y qué vector une los puntos; el valor absoluto del producto escalar es lo que impide que
una distancia salga negativa.

A .
Errores tipicos

ERROR TIPICO - OLVIDAR EL VALOR ABSOLUTO O CONFUNDIR SENO Y COSENO

Con el valor absoluto, el angulo entre rectas o planos es siempre menor o igual que 90°. Si omites las barras y
el producto escalar sale negativo, das el angulo obtuso, que no es el que se pide. Y en recta-plano la férmula
lleva seno, no coseno: usar el coseno da el angulo que forma la recta con la normal, el complementario del
buscado. Una comprobacion rapida: una recta casi perpendicular al plano debe dar un angulo cercano a 90°.

ERROR TIPICO - FALLAR CON EL SIGNO DEL TERMINO INDEPENDIENTE DEL PLANO

En az + by + cz = d, el numerador de la distancia es |azq + by + czo — d|, con la d restando. Con la ecuacion en
la forma ax + by + cz + k = 0, en cambio, se suma k. Mezclar las dos formas es la causa mas frecuente de una
distancia equivocada. Antes de sustituir, escribe el plano de una de las dos formas y mantén ese criterio.

ERROR TIPICO - APLICAR LA FORMULA DE RECTAS QUE SE CRUZAN A RECTAS QUE NO SE
CRUZAN

Sid; x d; = 0, las rectas son paralelas y la férmula divide entre cero: la distancia es la de un punto de una a la

otra recta. Si el numerador A; 4, - (d; x d;) da 0, las rectas se cortan y la distancia es 0. Mira primero el
producto vectorial y después sustituye.
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Resumen
; ) dy - daf . oF - o
¢ Angulo entre rectas: cos = m, entre planos: igual con los vectores normales. Siempre entre 0° y
1 2
90°.
. . _|d-n|
» Angulo recta-plano: sin ¢ = o] (seno, no coseno).
n
—
. . AP x d
e Punto a recta: pie de la perpendicular (ﬁ -d=0con@Q@=A+)xd)o |TT

 Punto aplano az + by + cz = d: |0 + byo + cz0 — d|
Var+ b+
[A14; - (di x o)
|dy x da|
* Paralelas (rectas o planos): distancia de un punto de una a la otra; recta paralela a plano: de un punto de
la recta al plano.

. El pie se halla con la recta por P de direccion n.

* Rectas que se cruzan: , o distancia de A al plano que contiene a ¢; y es paralelo a 4a.
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APARTADO 6
Posiciones relativas e intersecciones de rectas y planos

IDEA CLAVE

En el espacio, dos rectas pueden cruzarse sin cortarse, y tres planos pueden
dejar sin solucion un sistema aungque no haya dos paralelos. Para decidir
cada caso basta mirar los vectores directores o normales y resolver un

sistema pequeno; el resultado es un punto, una recta, un plano o el conjunto
vacio. Es material habitual de la Prueba 1y, con parametros, de las preguntas
largas de la Prueba 2.

Dos rectas en 61 espacio

Seanr: r=a; +Ad; ys: r=ay+ udy. Adiferencia del plano, aqui hay cuatro posibilidades, porque dos rectas no
paralelas pueden no tener ningun punto comun.

Vectores directores Punto comun Posicién
proporcionales todos los puntos coincidentes (la misma recta)
proporcionales ninguno paralelas distintas

no proporcionales uno secantes (se cortan en un punto)
no proporcionales ninguno se cruzan (rectas alabeadas)

Dos rectas que se cruzan no son paralelas ni se tocan: no estan en un mismo plano. Esto no ocurre en R2.

METODO - POSICION RELATIVA DE DOS RECTAS

1. Compara d; y ds. Si uno es multiplo del otro, las rectas son paralelas o coincidentes: comprueba si el
punto a; cumple la ecuacion de r (si es asi, coincidentes; si no, paralelas).

2. Si no son proporcionales, iguala las dos ecuaciones con parametros distintos, a; + A\d; = a; + ud,.
Salen tres ecuaciones con dos incognitas (A y p).

3. Resuelve dos de ellas y sustituye en la tercera. Si se cumple, hay un Unico punto de corte (se obtiene
sustituyendo A en r). Si no se cumple, las rectas se cruzan.

La tercera ecuacion es la que marca la diferencia respecto al plano: en R? siempre hay dos ecuaciones para dos
incdégnitas y, si los directores no son proporcionales, el corte estd garantizado. En R? hay que verificarlo.

NOTA - SI LAS RECTAS NO VIENEN EN FORMA VECTORIAL

Si una recta esta dada como interseccion de dos planos, o en forma continua, pasala primero a forma

— Zo Y—Y Z— 20
= = , el punto es
Uy Uz us

paramétrica (un punto y un vector director). Con la forma continua

(z0, Yo, 20) Y €l director es (uy, us, us).

Recta y plano

Unarectar: r =a+ Ad y unplano 7 : az + by + cz = e tienen tres posiciones posibles: la recta corta al plano en un
punto, es paralela a él (sin puntos comunes) o esta contenida en él.
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El método mas rapido es sustituir las coordenadas paramétricas de la recta en la ecuacion del plano. Queda una
ecuacioén en X de la forma p\ = ¢:

PROPIEDAD - RECTA Y PLANO: LA ECUACION EN EL PARAMETRO

¢ Sip+# 0, hay un unico valor de X: la recta corta al plano en ese punto.
e Sip=0Yyq+# 0 (queda algo como 0 = 5): ninguna solucioén, la recta es paralela al plano y no lo toca.
e Sip=0yq=0(queda 0= 0): todo ) sirve, la recta esta contenida en el plano.

La intuicién: p =d - n con n = (a, b, c) el vector normal del plano. Sid - n = 0, la direccion de la recta es perpendicular
a la normal, es decir, paralela al plano; entonces solo queda saber si empieza dentro o fuera. Basta, en ese caso,
mirar si el punto a cumple la ecuacién del plano.

Dos planos

Dos planos 7 : n;-r =e; Yy e : Ny -r = ey S€ COMparan por sus vectores normales:

e 1n; y ny ho proporcionales: los planos se cortan en una recta.

* n; Yy n, proporcionales: los planos son paralelos o coincidentes. Si la proporcionalidad se extiende al término
independiente (e; = ke; con la misma constante k), son coincidentes; si no, paralelos distintos.

Dos planos no pueden cortarse en un solo punto: o comparten una recta entera, o un plano entero, o nada.

Recta de interseccion de dos planos

Cuando los planos se cortan en una recta, esa recta tiene que escribirse con un punto y un vector director. Hay
dos caminos.

METODO - RECTA DE INTERSECCION DE DOS PLANOS

1. Resolviendo el sistema de las dos ecuaciones (dos ecuaciones, tres incognitas): elige una variable
como parametro t y despeja las otras dos en funcion de t. La solucion (z(t), y(t), z(¢)) ya son las
ecuaciones paramétricas de la recta.

2. Con el producto vectorial: un vector director es d = n; x ny, que es perpendicular a las dos normales y
por tanto paralelo a los dos planos. Para el punto, busca una solucion del sistema dando un valor fijo a
una variable (por ejemplo z = 0).

3. Comprueba que el punto y el vector cumplen las dos ecuaciones (el vector con la parte homogénea: n; -
d=0).

NOTA - PRUEBA 2

La CPG resuelve sistemas lineales, pero una soluciéon con parametro, como la recta de interseccién, hay que
escribirla tu: el aparato da un punto concreto o el mensaje de que hay infinitas soluciones. Si te piden la recta,
conviene combinar las ecuaciones a mano y usar la calculadora solo para comprobar.

Tres planos y los sistemas lineales

Tres planos =; : a;x + by + ¢;z = e; forman un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas, exactamente el que se
estudia en ecuaciones y sistemas lineales del tema 7. Resolverlo por eliminacidon gaussiana da la posicion relativa: un
punto comun (sistema compatible determinado), una recta o un plano comun (compatible indeterminado) o ningun
punto comun (incompatible).
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En términos de la matriz de coeficientes M (las normales por filas) y de la matriz ampliada M* (con una columna mas
de términos independientes), los casos son:

3

2

1

Rango Rango de

de M M Sistema Posicion de los tres planos

3 compatible determinado se cortan en un punto

9 compatible indeterminado, comparten una recta (tres planos distintos por una recta, o dos
una variable libre coincidentes y el tercero los corta)

3 incompatible sin punto comun: forman un «prisma» (se cortan dos a dos en

rectas paralelas), o dos son paralelos y el tercero los corta

compatible indeterminado, L

1 dos variables libres los tres planos coinciden

2 incompatible planos paralelos (o dos coincidentes y uno paralelo a ellos)

Dentro de los casos con rango 2, qué situacion concreta es depende de si hay normales proporcionales entre si. Si
ninguna pareja de normales es proporcional y el sistema es incompatible, estas ante el prisma triangular; si hay una
pareja proporcional, son dos planos paralelos cortados por un tercero.

NOTA - QUE PREGUNTA EL EXAMEN

Lo habitual es un sistema con uno o dos parametros: «halle los valores para los que los tres planos no tienen
punto comun» 0 «para los que se cortan en una recta». Se triangula la matriz ampliada, se mira cuando se
anula el coeficiente de la ultima ecuacion y se estudia cada caso por separado. Fuera de esos valores
especiales, el sistema es compatible determinado.

Ejemplos resueltos

EJEMPLO 1 * Basico

Una recta frente a tres planos

1 2
Se consideralarectar: r= (2] +¢t| 1 | ylosplanos
0 -1

m:2x—y+32=0,m: 2z —y+32=5,m: z+2y—z=".
a) Estudia la posicion de r respecto de m; (responde «contenida», «paralela» o «corta»).
b) Estudia la posicion de r respecto de m (con las mismas tres palabras).

c) Halla el punto en el que r corta a 3.

Las coordenadas de un punto de la recta son (1 + 2¢, 2 + ¢, —t).
a) Al sustituir en m;:

20+2t) - (24t)+3(-t) =0 = 2+4t—-2—-t—-3t=0 — 0=0
Todo ¢ sirve: la recta esta contenida en ;.

b) En m, se obtiene el mismo primer miembro, que vale 0 para todo ¢, y el segundo es 5: queda 0 = 5. No hay
solucion: la recta es paralela a .

c) Sustituyendo en ms:

2
(14+2)+224+t)—(—t) =7 = 5+5t=7 = t:g
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Elpuntoes (1+ 32, 2+ 2, -2)

EJEMPLO 2 *x % Medio

’ i
Rectas que s¢ cortan O se cruzan s€gun un parametro

Se consideran las rectas

1 1 0 2
r:r=[0]+A| 2 |ysg:r=]|3]+upn|—-1], dondek cR.
2 -1 k 1

a) Halla el valor de k para el que r y s; se cortan.
b) Para ese valor de k, halla el punto de corte.

c) Parak = 3, indica la posicidn relativa de las rectas (responde «secantes», «paralelas», «coincidentes» o
«se cruzany).

Los directores (1,2,—1) y (2,—1,1) no son proporcionales (los cocientes de las primeras componentes y de las
segundas son % y —2, distintos), asi que las rectas nunca son paralelas ni coincidentes: o se cortan o se cruzan.

a) Seiguala con parametros distintos:

1+A=2p
22=3—p
2—-A=k+u

De las dos primeras: A = 2u — 1, y sustituyendo en la segunda, 4 — 2 =3 — u, luego u =1y A = 1. La tercera
exige2—1=k+1, esdecir, k = 0.

b) ConiA=1lenr:(1+1,2, 2—-1)=(2,2,1). Comprobaciénconspyup=1:(2,3—-1, 0+1)=(2,2,1).

c) Parak =3, losvalores A =1y u =1 (que no dependen de k, porque salen de las dos primeras ecuaciones)

hacen que la tercera sea 1 = 3+ 1 = 4, que es falso. No hay punto comun y los directores no son
proporcionales: las rectas se cruzan.

EJEMPLO 3 *k*x Dificil

/ /
Tres planos con parametros Yy su recta comun
Se consideran los planos
m:x+y+z=1,m: c+2y+32=2,m3: 2¢+3y+az=>b,cona,beR.

a) Halla una ecuacién paramétrica de la recta de interseccion de m; y m, usando el parametro ¢ de forma que
la coordenada =z valga t. Expresa la respuesta como tupla (z,y, z) en funcion de t.

b) Discute, segun los valores de a y b, la posicion de los tres planos. Responde con las claves «a=4 y b=3»,
«a=4y b distinto de 3» y «a distinto de 4», con valores «recta» (los tres comparten una recta), «sin punto
comun» o0 «punto» (se cortan en un Unico punto).

c) Paraa=1yb=0, halla el punto comun de los tres planos.

a) Restandom dem:y+2z=1luegoy=1—-2z.Enm:z=1—y—2z=1-(1—-2z)— z=z. Los planos no
tienen normales proporcionales, (1,1,1) y (1,2, 3), asi que se cortan en una recta. Conx =t setienez=te
y=1-2t:

(:an7 Z) = (ta 1-—2¢, t)

Comprobacion con el producto vectorial: (1,1,1) x (1,2,3) = (1,—2,1), que es el vector director obtenido.
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b) Los puntos comunes a los tres planos son los puntos de esa recta que ademas cumplen 3. Se sustituye
(t, 1—2t,t)en2z+3y+az=1":
26+3(1—-2t)+at=b = (a—4)t=b—-3
e Sia # 4: hay un unico t, y los tres planos se cortan en un punto.
e Sia=4yb=3:queda0 =0, vale cualquier t. Los tres planos comparten la recta.
e Sia=4yb+#3:quedal=>b-—3+#0, sin solucién. Sin punto comun: como las normales no son
proporcionales dos a dos, los planos forman un prisma.
c) Cona=1yb=0:-3t=-3,luegot=1yelpuntoes(1,1—-2,1)=(1,—1,1). Se comprueba en m3: 2 —
3+1=0.
En el examen: puntuda tanto el planteamiento (eliminar o usar la recta de interseccién) como separar los casos

con las condiciones exactas sobre a y b. No olvides dar una descripcién geométrica de cada caso (punto, recta,
prisma) y comprobar el resultado numérico en la tercera ecuacion.

l4 .
Errores tipicos

ERROR TIPICO - CONCLUIR QUE SE CORTAN SIN COMPROBAR LA TERCERA ECUACION

Al igualar dos rectas del espacio salen tres ecuaciones y solo dos incognitas. Resolver dos y dar el resultado
como punto de corte es el fallo mas frecuente: la tercera ecuacion puede no cumplirse, y entonces las rectas
se cruzan. Sustituye siempre los valores de Ay u en la ecuacién que has dejado sin usar.

ERROR TIPICO - CONFUNDIR RECTA PARALELA AL PLANO CON RECTA CONTENIDA

Si al sustituir la recta en el plano desaparece el parametro, hay dos posibilidades: 0 = 0 (contenida) o 0 = g con
q # 0 (paralela). No basta con decir «el producto escalar es cero»; hay que decir cual de las dos es,
comprobando si un punto de la recta esta en el plano.

ERROR TIPICO - CREER QUE DOS PLANOS PUEDEN CORTARSE EN UN PUNTO

Dos planos no paralelos siempre se cortan en una recta, nunca en un punto. Un punto aparece solo al afadir
un tercer plano. Y, al revés, tres planos sin punto comun no son necesariamente paralelos: pueden formar un
prisma, con cada pareja cortdandose en una recta distinta.

Resumen

* Dos rectas: directores proporcionales (paralelas o coincidentes) o no (secantes o que se cruzan). Con
directores no proporcionales, se igualan con Ay u y la tercera ecuacion decide entre corte y cruce.

¢ Recta y plano: se sustituye la recta en el plano. Un valor de ¢ = punto de corte; 0 = g # 0 = paralela; 0 =
0 = contenida.

¢ Dos planos: normales no proporcionales = recta de interseccién (director n; x n,); proporcionales =
paralelos o coincidentes.

» Tres planos = sistema 3 x 3: rg(M) = rg(M™*) = 3 punto; rg(M) = rg(M*) = 2 recta; rg(M) < rg(M*) sin
punto comun (prisma, o paralelos).

+ Con parametros: se escalona, se localizan los valores en los que se anula el ultimo coeficiente y se
estudia cada caso, comprobando el resultado en la ecuacion sobrante.

Clases de matematicas online y en Aldaia - 626 09 20 80 - ecuacionganadora.com 39/136



Ecuacién Ganadora Tel. 626 09 20 80

APARTADO 7
Volumenes y areas de solidos

IDEA CLAVE

Los problemas de solidos piden dos cosas: cuanto cabe (volumen) y cuanta
superficie tiene (area), y a menudo también una longitud o un angulo
escondidos dentro del cuerpo. Con unas pocas formulas, el teorema de

Pitagoras, la trigonometria y los vectores del tema se resuelve casi todo. En
el examen se dispone de un cuadernillo de férmulas, asi que lo importante
es saber qué mide cada letra y reconocer el triangulo rectangulo que hay
que dibujar.

Prismas y cilindros

Un prisma tiene dos bases iguales y paralelas, unidas por caras laterales que son paralelogramos. El cilindro es lo
mismo con una base circular. Cuando las caras laterales son perpendiculares a las bases se habla de prisma o
cilindro recto, y entonces la altura h es la longitud de una arista lateral.

PROPIEDAD - PRISMA Y CILINDRO
Sea A el area de una base, P su perimetro y h la altura.

e Volumen: V = Ah.
o Areatotal: S = 24 + P h (las dos bases mas la superficie lateral).

Para un cilindro de radio : A = nr2 y P = 27r, de modo que
V = nrlh, S =277 + 27rh

Para un ortoedro de aristas a, b, c: V. =abcy S = 2(ab + bc + ca).

La idea del volumen es sencilla: el prisma esta formado por capas idénticas a la base apiladas hasta la altura h. El
area lateral del cilindro es un rectangulo enrollado, de ancho 2zr y alto h.

Piramides y conos

Una piramide tiene una base poligonal y un vértice (la cuspide) al que llegan todas las caras laterales, que son
triangulos. El cono es la versidn con base circular. Aqui hay que distinguir tres longitudes que se confunden
con facilidad:

e laaltura h, que es perpendicular a la base y llega a la cuspide;

« la apotema de una piramide regular, que es la altura de una cara lateral (va de la cuspide al punto medio de
una arista de la base);
¢ la generatriz £ de un cono, que va de la cuspide a un punto del borde de la base.
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El triangulo VOM de la figura es rectangulo en O, y de él sale la relacién entre altura, apotema y lado: a? = h? + (%)
para una base cuadrada de lado £. En un cono, la altura, el radio y la generatriz cumplen £2 = h2 + r2.

PROPIEDAD - PIRAMIDE Y CONO
Sea A el area de la base y h la altura.
e Volumen: V = %Ah (un tercio del prisma con la misma base y altura).
e Piramide regular: superficie lateral = %Pa, con P el perimetro de la base y a la apotema; area total S =

1
A+ —=Pa.
+2

e Cono deradio r y generatriz £: V = %mﬂh y S = ar? + wre.

Si se despliega la superficie lateral de un cono sobre un plano, queda un sector circular de radio £ y longitud de arco
27r; SU area es % -£-2wr = wrl. Es la misma formula que la de la pirdamide, tomando como «perimetro» la
circunferencia de la base.

Esfera

DEFINICION - ESFERA

La esfera de centro C' y radio r es el conjunto de puntos del espacio cuya distancia a C vale r. Su superficie y
el sélido que encierra miden
4
S = 4mr?, V= §7rr3
Una semiesfera tiene la mitad de cada cosa: V = 27 y, si se incluye la cara plana, S = 2rr? + 7r* = 377°.

Solidos compuestos y semejanza

Un solido compuesto se obtiene pegando o quitando piezas simples: un silo (cilindro con una semiesfera encima), un
lapiz (prisma y cono), una pieza con un agujero.
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METODO - SOLIDOS COMPUESTOS

1. Descompodn el cuerpo en piezas cuya formula conozcas y anota las medidas de cada una (ojo: un radio
puede aparecer como diametro en el enunciado).

2. Volumen: suma los volumenes de las piezas anadidas y resta los de las piezas retiradas.

3. Area de la superficie exterior: suma solo las caras que se ven por fuera. La cara circular donde se pega
una semiesfera a un cilindro desaparece de las dos piezas; no se cuenta ni en una ni en otra.

4. Escribe las unidades: longitudes en cm o m, areas en cm? o m?, volimenes en cm® o m3.

Hay ademas una regla util cuando dos cuerpos son semejantes (uno es una ampliacién o reduccién del otro). Si las
longitudes se multiplican por &, las areas se multiplican por k2 y los volimenes por k3. Sirve, por ejemplo, para el
cono pequeno que se corta de la punta de un cono grande, o para saber qué pasa con el volumen de un globo
cuando se duplica su radio (queda multiplicado por 8).

NOTA - UNIDADES Y CAPACIDAD

Un litro es 1000 cm3, es decir, 1 dm®. Si el enunciado da una capacidad en litros y las medidas en centimetros,
convierte antes de sustituir.

NOTA - PRUEBA 1 Y PRUEBA 2

En la Prueba 1 deja los resultados en forma exacta (con 7 y con raices). En la Prueba 2 puedes pedir a la CPG
que resuelva ecuaciones como %wr?’ = 900 para despejar el radio; escribe antes la ecuacién planteada y
redondea al final a tres cifras significativas, salvo que se indique otra precision.

Longitudes y angulos dentro de un solido

Casi todo lo que se pide en el interior de un cuerpo (una arista inclinada, una diagonal, un dngulo) sale de triangulos
rectangulos. La clave es elegir el triangulo y calcular sus lados con Pitagoras.

Diagonal de un ortoedro. En un ortoedro de aristas aq, b, ¢, la diagonal de la base mide /a2 + b2. Esa diagonal y la
arista vertical ¢ forman un triangulo rectangulo cuya hipotenusa es la diagonal del sélido:

PROPIEDAD - DIAGONAL DE UN ORTOEDRO
d=+vVa?®+ b+ c?

En un cubo de arista a se queda en d = av/3. Si se colocan los vértices en coordenadas, es el médulo del
A . -
vector que une dos vértices opuestos, por ejemplo OF' = (a, b, c).

Angulo entre una recta y un plano. El angulo que forma una arista (o una diagonal) con la base es el que forma con
su proyeccion ortogonal sobre la base: el tridngulo rectangulo tiene como cateto la altura del extremo y como otro

cateto la proyeccion. En el cubo de arista 2, la diagonal del solido mide 2+/3, su proyeccion es la diagonal de la base,
2 1 es decir, 8 ~ 35,3°
2\/5 \/51 ] b .
Altura de una piramide. En una pirdmide regular, el pie de la altura es el centro de la base. Con eso, la altura sale de
un triangulo rectangulo: cuspide, centro de la base y vértice (para la arista lateral) o punto medio de una arista (para

la apotema).

24/2, y la altura es 2, asi que el angulo con la base cumple tan =
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METODO - LONGITUD 0O ANGULO DENTRO DE UN SOLIDO

1. Dibuja el sélido y marca el segmento o el angulo que piden.

2. Localiza un triangulo rectangulo que lo contenga, usando el pie de la altura, la mitad de una diagonal o
la proyeccion de una arista sobre la base.

3. Calcula los lados que falten con Pitdgoras (de dentro hacia fuera: primero lo de la base, luego lo
vertical).

4. Aplica sin, cos 0 tan para el angulo, indicando cual es el cateto opuesto y cual el adyacente.

Con ayuda de los vectores

Cuando el solido viene dado por las coordenadas de sus vértices, los vectores sustituyen a los triangulos del dibujo:

. - %
* una longitud es el modulo |[AB|;
p . u-v
¢ el angulo entre dos aristas sale del producto escalar, cos8 = m;
u||\v
e el drea de una cara triangular ABC es E\AB x AC| y el volumen del tetraedro (piramide de base triangular) es

— — .
%|[AB,@, AD]|, como en el producto vectorial;

» la altura desde un vértice hasta la cara opuesta es la distancia de un punto a un plano (véase angulos y
distancias); también se despejade V = %Ah si ya se conocen el volumen y el area de esa cara.

Ejemplos resueltos

EJEMPLO 1 * Basico

Un silo con tapa semiesferica

Un silo tiene forma de cilindro recto de radio 3 m y altura 8 m, coronado por una semiesfera del mismo radio. La
base inferior es plana y se cierra con una losa.

a) Halla el volumen del silo, en forma exacta.

b) Halla el area de la superficie exterior del silo (incluida la base inferior), en forma exacta.

a) Se suman los volumenes de las dos piezas:
V=nr’h+ 2z’ =n-9-8+ 2x .27 = 727 + 187 = 907 m®

b) La superficie exterior esta formada por la base inferior, la pared lateral del cilindro y la clpula semiesférica.
La cara circular de union no cuenta.
S = mr? + 2nrh + 2mr? = 97 + 487 + 187 = 757 m?
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EJEMPLO 2 *%x Medio

Piramide regular: volumen, area y angulos

Una piramide regular tiene como base un cuadrado de lado 8 cm y su altura es 3 cm.
a) Halla el volumen.

b) Halla el area total.

c) Halla el 4ngulo, en grados, que forma una arista lateral con la base.

d) Halla el angulo, en grados, que forma una cara lateral con la base.

a) Elareadelabasees6dy
Vz%-ﬁ4-3=64cm3
b) Se necesita la apotema a. El tridngulo que forman la altura, la mitad del lado y la apotema es rectangulo:
a= \/32—|——42 =5cm
Cada cara lateral tiene drea 3 - 8 - 5 = 20, asi que
S =64+4-20 = 144 cm?

c) La proyeccion de una arista lateral sobre la base es la mitad de la diagonal de la base: 3 Sxf 4+/2. En el
triangulo rectangulo de altura 3:

3v2
ta,nH:i - 9:arctanT\/_z27,9

4v/2
d) El angulo entre una cara y la base se mide en el tridngulo de la altura, la mitad del lado y la apotema (los
dos segmentos OM y V M son perpendiculares a la arista de la base):

3 3
tanp = 1 — ¢ = arctan e 36,9°

EJEMPLO 3 *xx Dificil

Una piramide dada por coordenadas

Una piramide de base triangular tiene como vértices A(0,0,0), B(4,0,0), C(0,3,0) y V(0,0, 6) (unidades
en metros).

a) Calcula su volumen.

b) Halla el area de la cara VBC.

c) Halla el area total de la piramide.

d) Halla la distancia del vértice A al plano de la cara VBC.

a) Labase ABC es un triangulo rectdngulo con catetos 4 y 3, de area 6, y la arista AV es perpendicular a ella,
asi que la altura es 6:

V=1%i.6.6=12m?

-— —
(Con el producto mixto: AB = (4,0,0), AC = (0,3 0), AV = (0,0,6), determinante 72, y 1 - 72 = 12.)

b) SetomanVB y—Cz (0,3,—6):
0-(—6)—(—6)-3 18
VBxVC=|(-6)-0-4-(=6)| = [24
4-3—-0-0 12

El modulo es /324 + 576 + 144 = /1044 = 6+/29, asi que el area es
1.6v29 = 3v29 m’
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c) Las otras tres caras son triangulos rectangulos: ABC con area 6, VAB con % -4-6=12y VAC con % -3
6 = 9. Por tanto
S=6+12+9+3v29 = 27 + 3v/29 m?
d) Ladistancia de A ala cara VBC es la altura de la piramide si se toma V BC como base. Como V =
1 Aype b

3V 36 12 1229

Comprobacion con el plano: el vector (18,24, 12) es proporcional a (3,4, 2), y el plano que pasa por B es 3z +
|—-12] 12

VI+16+4 /29
En el examen: al calcular un area con el producto vectorial, escribe los dos vectores que usas y no olvides el
factor %; para la altura, deja claro el método (despejar h de V = %Ah con la cara elegida como base, o la
féormula punto-plano), porque es lo que se puntia ademas del valor.

que coincide.

4y + 2z = 12 (también lo cumplen C'y V). La distancia desde el origen es

! .
Errores tipicos

ERROR TIPICO - CONFUNDIR ALTURA, APOTEMA Y GENERATRIZ

La altura es perpendicular a la base; la apotema (pirdmide) y la generatriz (cono) son inclinadas. Usar la
apotema en el volumen, o la altura en el area lateral, es el fallo mas frecuente. Antes de sustituir, comprueba
cual de las tres longitudes te dan y cudl te piden, y ten a mano el triangulo rectangulo que las relaciona.

ERROR TIPICO - OLVIDAR EL FACTOR 1/3, 0 CONTAR CARAS QUE YA NO ESTAN

El volumen de la piramide y del cono es un tercio de Ah, no Ah. Y en un sélido compuesto, las caras por las
que se pegan las piezas no forman parte de la superficie exterior: sumar el area total de cada pieza sin quitar la
cara de union da un resultado demasiado grande.

ERROR TIPICO - MEZCLAR RADIO Y DIAMETRO, 0 UNIDADES

Si el enunciado da el didametro, el radio es la mitad antes de elevar al cuadrado. Y los resultados de areas y
volimenes llevan unidades al cuadrado y al cubo; con una capacidad en litros hay que pasar a cm?® (0 a dm®)
antes de comparar.

Resumen

e Prismay cilindro: V = Ah; &rea total 24 + P h. Cilindro: V = nr2h, S = 27r? + 2nrh.

* Pirdmide y cono: V = 1A h. Pirdmide regular: S = A 4 1P a. Cono: § = nr? + w7, con £* = h* +r°.

o Esfera: S =4nr?, V = §7rr3. En el examen se dispone de un cuadernillo de féormulas; lo que hay que
saber es qué mide cada letra.

e Solidos compuestos: suma y resta de volumenes; en la superficie, solo las caras exteriores. Cuerpos
semejantes con razon k: areas x k2, volimenes xk?>.

« Diagonal de un ortoedro v/a2 + b2 + ¢2; el angulo de una arista con la base se mide con su proyeccién
sobre la base.

¢ Con coordenadas: modulo para longitudes, producto escalar para angulos, producto vectorial para
areas, producto mixto para el volumen y distancia punto-plano para la altura.
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CIERRE DEL TEMA

Ejercicios IB del tema 8

Ejercicios de examenes del IB agrupados por tipo y, dentro de cada tipo, de menos a mas dificil.

Intenta cada uno antes de abrir la solucion.

Vectores: componentes, modulo y operaciones

EJERCICIO 1 * Basico IB - P1 TZ2 Mayo 2010

Los tres vectores a, b y ¢ vienen dados por

2y 4x 4
a=|-3z|, b= y yec=|—-7],dondez,y € R.
2z 3—z 6

a) Sia+2b—c =0, halleelvalordezydey.

b) Halle el valor exacto de |a + 2b|.

a) 1. Calculamos a + 2b — ¢ componente a componente e igualamos a 0:

2y+ 8z — 4 0
—3x+2y+7 =10
2e+2(3—z)—6 0

2. La tercera componente es 2z + 6 — 2z — 6 = 0 y se cumple siempre. Quedan dos ecuaciones:

8r+2y=4
—3x+2y=—-7
3. Restando la segunda a la primera: 11z = 11, luego = = 1. 4. Sustituimos en 8z + 2y = 4: 8 + 2y = 4, de
donde y = —2.
b) 1.Comoa+2b—c=0,setienea+2b =c. 2. Entonces |a+2b| = |c|= /42 + (-7)2+62 =

V16 + 49 + 36 = v101.
Resultado: a) z = 1, y = —2; b) v/101

Clases de matematicas online y en Aldaia - 626 09 20 80 - ecuacionganadora.com

46/136



Ecuacion Ganadora Tel. 626 09 20 80

EJERCICIO 2 **x*x Dificil IB - P1 TZ0O Noviembre 2015

Considere el triangulo ABC. Los puntos P, Q y R son los puntos medios de los segmentos de recta [AB], [BC] y
[AC] respectivamente.

B

Seanﬁza,ﬁ:bwac.
a) Halle BR en funciénde a, by c.

b) (i) Halle una ecuacion vectorial de la recta que pasa por By por R en funcién de a, by ¢ y de un parametro
A

(ii) Halle una ecuacion vectorial de la recta que pasa por A y por Q en funcién de a, b y ¢ y de un parametro p.

— 1
(iii) A partir de lo anterior, muestre que OG = §(a + b + ¢), sabiendo que G es el punto en el que se cortan
[BR]y [AQ].
c) Muestre que el segmento de recta [CP] también incluye al punto G.

Las coordenadas de los puntos A, By C son (1,3,1), (3,7, —5) y (2,2, 1) respectivamente. Un punto X es tal que
[GX] es perpendicular al plano ABC.

d) Sabiendo que el tetraedro ABCX tiene un volumen de 12 unidades?®, halle las posibles coordenadas de X.

1 1
a) 1. R es el punto medio de [AC}:ﬁZ:E(a—i—c ). 2. B BRE=OFR — OB = —a—b+§c
b) (i) La recta pasa por B con direccion E{)
)\ A
= A - Z e
r=b+X(ja—b+3c)= 5 +(1-N)b+ 5 ¢
1 1
(ii) 1.Qese|puntomediode[30]?:-(bﬂ)y? sb+ ¢ —a2r—a+um:(1—u)a+%b+
L,
(iii) 1. En el punto G las dos expresiones coinciden. Igualamos los coeficientes de a, by c:
A m A
Z=1- 1-A==<= =
2 # A= 273
. A 2 . 2 1
2. De latercera, A = p. Enla primera: — =1 — A, luego A = 3 La segunda también se cumple: 1 — 33

2/3 1

1 1 1
.3.Con =3 G=-at: —c=-<
A :0 3a—|—3b—i—3c 3(

1 1 1 1
c) 1. P es el punto medio de [AB]:W: E(a—i—b), asiqueC’?z 72+ Eb—c. 2.0¢ =00 - 0C = g(a+

1 1 2 2
b+c)—c= g(a+b —2¢). 3. Entonces CP = §(a+b — 2c), y por tanto CC = 5@. Como 0 < Z < 1, el
punto G esta en el segmento [CP].

a+b+c).
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1 1
d) 1.G=3(A+B+0)=3(612,-3) = (2,4,-1). 2. 4B = (2,4,-6), AC = (1,~1,0) y AB x AC =

4-0—(-6)(-1) —6
(-6)-1—-2-0 | = | —6].3.Esadireccién es (1,1,1), normal al plano ABC, y el area del tridngulo es
2.-(-1)—4-1 —6
1 12
5 V108 = 3v/3. 4. Volumen del tetraedro: 5 3v3-h =12, luego h = Vo 4/3,yh=|GX|.5. X =G +
1,1,1
4v/3 - L1 s ) =(2,4,—1) £ (4,4,4). 6. X = (6,8,3) 0 X = (—2,0,—5).

Resultado: a) B —fi 2a b+ s¢;b) () r= ’%aJr (1-XNb+ %c; (i)r=(1—-pa+5b+5c; d) X(6,8,3)0
X (—2,0,-5). Los apartados b) (iii) y c) quedan demostrados.

Producto escalar, angulos y perpendicularidad

EJERCICIO 3 * Basico IB - P1 Mayo 2002

Halle el angulo entre los vectores v =i+ j + 2k y w = 2i + 3j + k. Indique su respuesta en radianes.

1.Productoescalarrv-w=2+3+2="1.
2.Médulos: [v|=v1+1+4=V6y|w|=+v4+9+1=+14.
7 7 V21

3.cos0) = ——= = —=——~0,764.
V614 /84 6

. 21
4. Con la calculadora en modo radianes: 8 = arccos % ~ 0,702 rad.

Resultado: 6 ~ 0,702 rad

EJERCICIO 4 * Basico IB - P1 TZ1 Mayo 2019
2 -3

Seaa= |k |yb=[|k+2]|,keR
-1 k

Sabiendo que a y b son perpendiculares, halle los valores posibles de k.

1. Perpendiculares: a-b = 0, es decir, —6 + k(k+2) — k = 0.
2. Simplificamos: k> + k — 6 = 0.
3. Factorizamos: (k — 2)(k + 3) = 0.

Resultado: k =2y k= -3

EJERCICIO 5 * Béasico IB - P1 TZ2 Mayo 2018

El angulo agudo que forman los vectores 3i — 4j — 5k y 5i — 4j + 3k se denomina 6. Halle cos 6.

1. Producto escalar: 15 + 16 — 15 = 16.

2. Médulos: v/9 + 16 + 25 = V50 y v/25 + 16 + 9 = /50.

16 16 8 . .
3.cos§ = ———= = — = —. Es positivo, de acuerdo con que el angulo sea agudo.

V5050 50 25

R | : 0=—
esultado: cos 55
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EJERCICIO 6  Bésico IB - P1 TZ1 Mayo 2010

Consideremos los vectores O4 = a, OB=hb y OC=a + b. Demuestre que si |a| = |b| entonces (a+ b) - (a —
b) = 0. Comente lo que nos indica sobre el paralelogramo OACB.

1. Desarrollamos el producto escalar (es distributivo y conmutativo):
(a+b)-(a—b)=a-a—a-b+b-a—b-b=|a]®—|b]%
2. Si |a| = |b|, entonces |a|* — |b|?> = 0, luego (a+ b) - (a — b) = 0.
3. Interpretacién: a+b = w es una diagonal del paralelogramo OACBya—b = ﬂ es la otra. Su
producto escalar es cero, asi que las dos diagonales son perpendiculares. Ademas |a| = |b| significa que

dos lados contiguos son iguales, es decir, el paralelogramo es un rombo (y las diagonales de un rombo
se cortan en angulo recto).

Queda demostrado.

EJERCICIO 7 * % Medio IB - P2 TZ0 Noviembre 2008

El angulo entre el vector a =i — 2j + 3k y el vector b = 3i — 2j + mk es de 30°. Halle los valores de m.

b
1. Usamos cosf — — > con 6 — 30°.
|a| |b]
2.Calculamos:a-b=3+4+3m=7+3m, |[a| =v/1+4+9 =14y |b| = V13 + m?.

3. Planteamos

_ 7M. e V3
V1413 +mZ 27

4. Elevamos al cuadrado (después comprobaremos que 7 + 3m > 0): 4(7 + 3m)? = 3 - 14 (13 + m?), es decir,
196 + 168m + 36m? = 546 + 42m?.
5. Ordenando: 6m? — 168m + 350 = 0, 0 sea 3m? — 84m + 175 = 0.

84414956 s V1239
N 6 n 3

6. Resolvemos (a mano con la férmula o con la CPG): m , es decir, m ~ 25,7y

m = 2,27.
7. Comprobacion: para ambos valores 7 4+ 3m > 0, asi que el angulo es agudo y las dos soluciones sirven.

Resultado: m ~ 25,7y m =~ 2,27

Clases de matematicas online y en Aldaia - 626 09 20 80 - ecuacionganadora.com 49/136



Ecuacion Ganadora Tel. 626 09 20 80

EJERCICIO 8 % Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2005
2 2

Los vectores de posicion de los puntosPy Qson | -3 | y | 2 | respectivamente. El origen esta en O.
1 —4

Halle:

a) el angulo POQ.
b) el area del triangulo OPQ.

2 2
a) 1. Los vectores son OP = | -3 y w — | 2 |.2. Producto escalar: OP - w —4-6-—4=-6.3.
1 —4
. — — —6 V21
Médulos: [OP| = 4+ 9+ 1=+14y |@| =V4+4+16=+v24.4.c0sPOQ = —— = ——— ~ —0,327,
V14+/24 14
—_— 21
y por tanto PO(@ = arccos (—1—\/:> ~ 109,1°.
b) 1. El area del tridngulo es la mitad del médulo del producto vectorial:
(=S)(=4) =1-% 10
OPx00=|1.2-2-(—4) | =10
2-2—(-3)-2 10

— 1
2.|0OP x w| =10+/3, luego el area es e 10v/3 = 5+/3 ~ 8,66.
Resultado: a) POQ ~ 109,1°%; b) 5/3 ~ 8,66

EJERCICIO 9 *%x Medio IB - P1 TZ0 Noviembre 2010

Sea a el angulo que forman los vectores unitariosay b, donde 0 < a < 7.
a) Exprese |a—b|y |a-+ b|en funcion de a.

b) A partir de lo anterior, determine para qué valores de cos o se cumple que |a+ b| = 3|a — b|.

a) 1.Como ay b son unitarios, |a| = [b| =1y a-b = cosa. 2. Desarrollamos el cuadrado del médulo con el
producto escalar:
la—b|?=|a>-2a-b+|b?=2-2cosq, la+b|? =2+ 2cosa.
3. Como 0 < a < 7, ambas cantidades son no negativas, y
la—b|=v2—2cosa, |a+b|=+2+2cosa.
b) 1. Elevamos al cuadrado la condicion |a + b| = 3|a — b|: |a + b|? = 9]a — b|?. 2. Sustituimos: 2 + 2cosa =

4
9(2 — 2cosa) = 18 — 18 cos a. 3. Agrupamos: 20 cos @ = 16, luego cosa = —

4
Resultado: a) |a—b| =v/2 —2cosay |a+ b| =+/2+2cosa; b) cosa = =
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EJERCICIO 10 %% Medio IB - P2 TZ1 Mayo 2015
2 4

Seav=|3]|yw=| A
5 10

a) Halle el valor de A para que v y w sean paralelos.
b) Calcule el valor de A para que v y w sean perpendiculares.

c) Halle los dos valores de A si el &ngulo entre v y w es 10°.

a) 1. Paralelos significa w = kv. Como 4 = 2k, k = 2 (y la tercera componente lo confirma: 10 = 2 - 5). 2.
Entonces A =2-3 =6.
58

b) 1. Perpendiculares significav-w =0: 8+ 3XA+ 50 = 0. 2. Luego 3\ = —58 y A = -3

c) 1.Usamos cos10° = %, conv-w=>58+3) |[v|=+v38Yy |w| =116 + A%
V|W
58 + 3\ 1
——F—— = COS o
V38v116 + A2

2. Esta ecuacion se resuelve con la CPG (por ejemplo, buscando las intersecciones de la grafica del primer
miembro con la recta y = cos 10°) o elevando al cuadrado, lo que da una ecuacion de segundo grado en A:

(58 + 3))? = 38cos® 10° (116 + X?).
3. Las soluciones son A = 3,73 y A =~ 8,76. 4. Comprobacion: en ambos casos 58 + 3\ > 0, asi que el angulo

es agudo y las dos soluciones valen.

Resultado: a) A = 6; b) A = —{;—8; C) A=~3,73y X\~ 8,76

EJERCICIO 11 ** Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2012
1 2 -1
a) Seana=(3],b=| 0 |ye=| 2 ].Sibesperpendicular ac — 2a, calcule el valor de k.
k -1 3
1 —1 -
b) Halle los valores de z para los cuales los vectores | 2cosz | ¥ | 2senz |, 0<z < 3 son perpendiculares.
0 1
—1 — 9 -3
a) lc—2a=|2-6 | = —4 |.2. Perpendiculares:b-(c—2a)=0, esdecir, =6+ 0 — (3 —2k) =0. 3.
3 -2k 3—2k

Entonces -9+ 2k =0y k = 5

b) 1. El producto escalar debe ser cero: —1 + 4senz cosxz = 0. 2. Como 2sen z cos ¢ = sen 2z, queda —1 +

1 T 1
2sen2z = 0, luego sen 2z = 3" 3.Si0<z < 3 entonces 0 < 2z < m, y en ese intervalo sen 2z = 3 para

T bm T 51

22 = — 0 22 = —. 4. = — = —,

T 6o T 5 4. Por tanto = 1203: 12
9 T 5
Resultado: a) k = =; b) z = — = —
) k > ) x 12y:r D
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EJERCICIO 12 % Medio IB - P1 TZ0 Noviembre 2018
1 0

Los vectores a y b estan definidospora= |1|,b= | -t ], dondet e R.
t 4t

a) Halle a-b en funcién de t y luego simplifique dicha expresion.

b) A partir de lo anterior o de cualquier otro modo, halle todos los valores de t para los cuales el angulo que
forman ay b es obtuso.

a) la-b=1-0+1-(—t)+t-4t=—t+ 4t
b) 1. El angulo es obtuso si cosd < 0, es decir, sia-b < 0 (con ambos vectores no nulos). 2. Resolvemos 4t% —

. . . 1 .
t < 0, es decir, t(4t — 1) < 0. La parabola y = 4t> —t cortaalejeent =0y t = 7 y es negativa entre las dos

. 1 . .
raices. 3. Luego 0 < t < 7 Para esos valores b # 0 (y a nunca es nulo), asi que son validos.

1
Resultado:a)a-b=4t2 -t b) 0 <t < 1

EJERCICIO 13 *%x Medio IB - P1 Noviembre 1998

Dados los vectoresa = —2i+pj—kyb =i+ 3(p+4)j + (2p — 5)k, calcule los valores de p para que a sea
perpendicular a b.

1. Perpendiculares: a-b = 0:
—2-14+p-3(p+4) +(-1)(2p—5) =0.

2. Desarrollamos: —2 + 3p% + 12p — 2p + 5 = 0, es decir, 3p> + 10p + 3 = 0.

—10++100—36 —10+8

1
3. Resolvemos: p = , luego p = —30pP= —-3.

6 6
1
Resultado: p = ~3 yp=-3
EJERCICIO 14 *x*x Medio IB - P1 TZ1 Mayo 2005
3 1 2
Los vectores a, by c estan definidospora=| 2 |, b=[5]yc= [y
-1 2 3

Sabiendo que c es perpendicular a 2a — b, encuentre el valor de y.

6—-1 5
1.2a— b = 4-5 = —1
—2—-2 —4

2. Perpendiculares: ¢ - (2a — b) = 0, es decir, 10 —y — 12 = 0.
3.Luegoy = —2.

Resultado: y = —2
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EJERCICIO 15 * % Medio IB - P1 TZ1 Mayo 2007

Consideremos los vectores a, b, ¢, d

2 1 3 I
a=1| 31, b=(2], c=1|1], d=|-2
-1 5 A 1

Seas = (a-b)c+d, donde s es perpendicular a a.

Halle una expresién para A en funcién de p.

1. Calculamos el escalara-b=2-1+3-2+4+(-1)-5=2+6—-5=3.

2. Entonces
3 I 9+
s=3|1|+1[-2]| = 1
A 1 3A+1

3.Como s L a, su producto escalar es cero: 2(9+pu) +3-1— (3A+1) = 0.
4. Simplificamos: 18 +2u + 3 — 3\ — 1 =0, es decir, 20 + 2u — 3XA = 0.
5. Despejamos A.

20+ 2u

Resultado: A = 3

EJERCICIO 16 *x*x Dificil IB - P2 TZ0 Noviembre 2010

Considere los vectores a = sen(2a)i — cos(2a)j+ ky b = cosai—senaj—k, donde 0 < a < 27.
Sea 6 el angulo que forman los vectores a 'y b.
a) Exprese cosf en funcion de a.

b) Halle el angulo agudo «a para el cual los dos vectores son perpendiculares.

c) Paraa= %r determine el producto vectorial de a y b.

a) 1. Producto escalar:

a-b =sen2acosa+ cos2asena — 1 =sen(2a+ a) — 1 =sen3a — 1.

2. Moédulos: |a|? = sen?2a + cos?2a + 1 = 2y |b|? = cos? a + sen? a + 1 = 2. Entonces |a||b| = 2. 3. Por tanto
a-b sen3a-—1

jallb] 2

b) 1. Perpendiculares equivale a cos§ = 0, es decir, sen3a = 1. 2. Sia es agudo, 0 < a < g, entonces 0 <

cosf =

da < %ﬂ' y en ese intervalo sen 3o = 1 solo para 3a = g 3. Luego a = %

T T T /3 w1 , T V3 T 1
1. Paraa = —:2a = —, con — = — — = —;ademas cos — = —— —=—=.2.
c) «a 1o , sen 3 2 Y cos 3 5 cos 5 2 Y sen 5 >
- 2 :
Entonces a = _% yb= % = —a. 3. (También: sen?ﬂ = —1, asique cosf = —1 y los vectores son
1 -1

opuestos.) Dos vectores paralelos tienen producto vectorial nulo:

0
axb=ax(—a)= |0
0

senda — 1 T

0
Resultado: a) cosf = ib)a=—:;c)axb= |0
2 6 0
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Producto vectorial, areas y voliumenes

EJERCICIO 17 * Basico IB - P1 Mayo 1999

—
a) Calcule un vector perpendicular a los dos vectores OP =i—3j+2ky w =-2i+j—k

b) Si ﬁ y @ son vectores de posicion para el punto P y Q, utilice su respuesta de la parte (a) o de otra
manera, para encontrar el area del triangulo OPQ.

a) 1. El producto vectorial es perpendicular a los dos vectores:

1 9 (-3)(-1)—2-1 1
0Bx00=-3|x|1]|=[2(2-1.(1n]=|-3
2 ~1 1-1—(-3)(-2) -5

b) 1. El drea del triangulo es %\W X wL 2. |O7 X w\ = I+9+25 = /35, asi que el drea es @

1
. -~ . V35
Resultado: a) OP x @ = | —3 ] (o cualquier multiplo suyo); b) area = 5
-5
EJERCICIO 18 * Bésico IB - P1 Noviembre 2003

Considere los puntos A(1,2, —4), B(1,5,0) y C(6,5,—12). Halle el area de AABC.

0 5
—
1. Calculamos dos lados desde A: AB = | 3 yﬁ =13
4 -8
2. Producto vectorial:
3(—8)—4-3 —36
—
ABxAC = [4-5-0-(-8)| = | 20
0-3—3-5 —15
3. Su modulo es /1296 + 400 + 225 = +/1921.
4. El area del triangulo es la mitad: 12921 ~ 21,9.
Resultado: area AABC = 12921 ~ 21,9
EJERCICIO 19 * Basico IB - P1 Mayo 2003

Dadosa=i+2j—k b= —3i+2j+2kyc=2i—3j+4k, halle (a x b) - c.

1. Producto vectorial:

2.-2—(-1)-2 6
axb=|[(-1)(-3)-1-2] =1
1.2—2.(-3) 8
2
2.Producto escalarconc= | =3 |: (ax b)-c=12 -3+ 32 =41.
4

Resultado: (a x b) - ¢ =41
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EJERCICIO 20 * Basico IB - P1 TZ1 Mayo 2004

Sabiendoquea=i+2j+k, b=1i-3j+2kyc=2i+j— 2k, calcule (a—b)- (b x c).

0
1. Diferenciaza—b=| 5
-1
2. Producto vectorial:
(-3)(-2)—2-1 4
bxe=1[2-2-1-(-2) | =|6
1-1—-(-3)-2 7

3. Producto escalar: (a—b)-(bxe¢)=0-4+5-6+(-1)-7=30—-7 = 23.
Resultado: (a—b) - (b x ¢) =23

EJERCICIO 21 * Béasico IB - P1 TZ1 Mayo 2013

Consideremos los puntos A(1,2,3), B(1,0,5) y C(2,—1,4).
a) Calcule AB x AC.

b) Usando lo anterior, halle el area del triangulo ABC.

0 1
a) 1LAB-— [-2 y AC — [ -3 . 2. Producto vectorial:

2 1
~2)-1-2.(-3 4
yv 3 S A S D
0-(~3)—(~2)-1 2
b) ’I.Area:é|ﬁxﬁ|:%\/l6+4+ =%\/2_=\/6.

—
Resultado: a) AB x R? = 4i + 2j + 2k; b) area = /6

EJERCICIO 22 * Basico IB - P1 TZ2 Mayo 2019

Tres puntos del espacio tridimensional tienen por coordenadas A(0, 0, 2), B(0,2,0) y C(3,1,0).
—

a) Halle el vector (i) AB: (i) AC.

b) A partir de lo anterior o de cualquier otro modo, halle el area del triangulo ABC.

0 3
a) LAB=B-A=|2|.240=c-4a=|1
-2 -2
b) 1. Producto vectorial:
Do () — (=) o 1l 9
ABxAC=[(-2)-3-0-(-2) | = [ -6
0-1—-2-3 —6

0 3
—
Resultado: a) AB = | 2 ,ﬁ = | 1 |;b)area=+19
—2 -2
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EJERCICIO 23 * Basico IB - P1 Mayo 1996

Calcule el area del paralelogramo determinado por los vectoresa=3i—j+2ky b = 2i+ j — 4k.

1. El &rea del paralelogramo es |a x b|.
2. Producto vectorial:

(-1)(-4)-2-1 2
axb=|2.2-3-(-4) | =116
3:-1—(-1)-2 5
3. Médulo: /4 + 256 + 25 = /285 ~ 16,9.
Resultado: area = /285 ~ 16,9
EJERCICIO 24 * Béasico IB - P2 TZ1 Mayo 2016

1 1
—
Los puntos A y B tienen vectores de posicion 7 =2 |yOB=|0

-2 2
a) Calcule 07 X O?

b) Usando lo anterior encuentre el area del tridangulo OAB.

a) 1. Producto vectorial:

Resultado: a) O4 x OB — 4i — 4j — 2k; b) drea — 3

EJERCICIO 25 * Bésico IB - P1 Mayo 1997

Las coordenadas de los puntos Py Q son (—1,5,7) y (1,2, 3) respectivamente, y O es el origen.
a) Calcule los vectores ﬁ y @

b) Calcule el area del paralelogramo que tiene lados adyacentes 0? y @

-1 1
—
a) 1. Como O es el origen, los vectores coinciden con las coordenadas: OP = | 5 |y @ =12].
7 3

b) 1. El &rea del paralelogramo es |O7 X @l. 2. Producto vectorial:

5.3-7.2 1
OBx00=7-1-(-1)-3]| = 10
(-1)-2-5-1 7
3. Médulo: v/I + 100 + 49 = /150 = 5v/6.
1 1
Resultado: a) OP — | 5 ,w: 2 |; b) area = 56
7 3
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EJERCICIO 26 * Basico IB - P1 TZ0 Noviembre 2005

El paralelogramo ABCD tiene vértices A(3,2,0), B(7,—1,—1), C(10,-3,0) y D(6,0,1).

Calcule el area del paralelogramo.

4 3
1. Dos lados contiguos desde A: ? =|-3]y ﬁ =|-2
-1 1

2. Producto vectorial:

AB x AD — (—'1)-3—4-1 = | -7
4-(~2)—(-3)-3 1

3. El 4rea es el modulo: /25 + 49 + 1 = /75 = 5v/3.
Resultado: area = 5v/3

EJERCICIO 27 % Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2008

Dados dos vectores cualesquiera a y b, distintos de 0, compruebe que:
lax b|* = [a’|b|* — (a-b)?

1. Sea 6 el angulo entre a y b. Sabemos que |a x b| = |a||b|sinf y que a - b = |a||b]| cos 6.
2. Elevamos al cuadrado el producto vectorial y usamos sin? 8 = 1 — cos? 6:

la x b|* = |a|*|b|*sin? 0 = |a|*|b|* (1 — cos®§) = |a|*|b|> — |a|*|b|* cos® .
3. El dltimo sumando es (|a||b| cos#)* = (a - b)2. Por tanto
lax b = [af’b> — (a- b)2.
4. (Otra via: con a = (uy, uz, u3) y b = (v, vs,v3), desarrollar los dos miembros en componentes da la misma
expresion, aunque es mas laborioso.)

Queda demostrado.

EJERCICIO 28 *% Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2004
Suponiendo que a = (i+ 2j + k) x (—2i + 3k)
a) halle a.

b) halle la proyeccién vectorial de a sobre el vector —2j + k.

a) 1. Calculamos el producto vectorial:

1 -2 2:-3—-1-0 6
a=[2|x[o0o]=(1-(-2)-1-3]=[-5
1 3 1-0-2-(-2) 4
Es decir, a = 6i — 5j + 4k.
0 a-d
b) 1.Sead=|-2 .LaproyecciénvectorialdeasobredesWd.2.a-d:0+10+4:14y|d|2:0+
1
0 0
.7 14 28
4+ 1 = 5. 3. Por tanto la proyeccion es T -2 =1-=
1 14

B
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28 14
Resultado: a) a = 6i — 5j + 4k; b) —?j + ?k

EJERCICIO 29 ** Medio IB - P1 TZ1 Mayo 2017

ABCD es un paralelogramo, donde ﬁ =—-i+2j+3ky ﬁ =4i—-j—2k.
a) Calcule el area del paralelogramo ABCD.

b) Usando un producto escalar adecuado de dos vectores, determine si ABC es angulo agudo u obtuso.

—  ——
a) 1. Eléareaes|AB x AD|. 2. Producto vectorial:

2.(~2)—3-(-1) -1
ABxAD = [ 3-4— (-1)(~2) | = [ 10
(—1)(~1) - 2.4 7

3. Médulo: v/I + 100 + 49 = v/150 = 5/6.

—— —
b) 1. Elangulo ABC es el que forman ﬂ y ﬁ En un paralelogramo ﬁ = ﬁ, yﬁ = —AB. 2. Entonces
1 4
ﬂ =|-2]y ﬁ = | —1]. 3. Producto escalar: ﬂ . @ =4+42+6=12> 0. 4. Como el producto
-3 -2
escalar es positivo, cos ABC > 0 y el angulo es agudo.

Resultado: a) drea = 5v/6; b) ABC es agudo

EJERCICIO 30 %% Medio IB - P2 TZ2 Mayo 2017

Sabiendo que a x b = b x ¢ # 0, demuestre que a 4+ ¢ = sb, donde s es un escalar.

1. Pasamos todo a un miembro:a x b —b x ¢ = 0.

2.Comobxc=-cxb,quedaaxb+cxb=0.

3. El producto vectorial es distributivo: (a+¢) x b = 0.

4. Un producto vectorial es nulo cuando alguno de los dos vectores es nulo o cuando son paralelos. Aqui
b # 0, porque a x b # 0. Si a + ¢ = 0, basta tomar s = 0.

5. En otro caso, a + ¢ y b son no nulos y paralelos, es decir, existe un escalar s con a + ¢ = sb.

Queda demostrado.

EJERCICIO 31 **x Medio IB - P1 Noviembre 1998
Sean losvectoresv=i+2j—3k,u=2i+2j+3kyw=1i+(2—-¢)j+ (t + 1)k

Calcule el parametro t para que los tres vectores u, v y w sean coplanarios.

1. Tres vectores son coplanarios si su producto mixto es cero, es decir, si el determinante de sus
componentes es 0.
2. Calculamos el determinante (desarrollando por la primera fila):

2 2 3
1 2 =3 |=2[2t+1)+3(2-t)] —2[(t+1)+3] +3[(2—¢t)—2].
1 2-t t+1

3. Simplificamos: 2(8 — ) — 2(t + 4) + 3(—t) = 16 — 2t — 2t — 8 — 3t = 8 — 7t.

~

4.|gualamos a cero: 8 — 7t =0, luego t =

| oo
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8
Resultado: t = z

EJERCICIO 32 **x Medio IB - P1 TZO Mayo 2006
2 -1 2

Seana=|1],b=| p |yc=1[—-4
0 6 3

a) Halleaxb.

b) Halle el valor de p, sabiendo que a x b es paralelo a c.

a) 1. Aplicamos la formula del producto vectorial:

1-6—0-p 6
axb=[0-(-1)—-2-6| = —12
2.p—1-(-1) 2p+ 1

b) 1. Dos vectores son paralelos si uno es multiplo del otro: a x b = kc. 2. Comparando la primera
componente, 6 = 2k, luego k = 3. La segunda da —12 = —4k, que también se cumple con k£ = 3. 3. La
tercera componente debe cumplir 2p + 1 = 3k = 9, de donde p = 4.

Resultado: a) a x b = 6i — 12j+ (2p+ 1)k; b) p = 4

EJERCICIO 33 *% Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2007

Sabiendoquea=2i—j—k,b=2i+j—2kyc=—i+j— ksonlos vectores de posicion de los puntos A4, By
C respectivamente, calcule el area del triangulo ABC.

1. Los puntos son A(2,—1,-1), B(2,1,-2)y C(-1,1,-1).
2. Calculamos dos lados desde A:

0 -3
aB=|2|, ac=|2
-1 0
3. Su producto vectorial es
2-0—(-1)-2 2
ABxAC = |(-1)(=3)—0-0| = (3
0-2—2-(-3) 6

4.Sumoduloes v/4+9+36=1.

. - . . 1
5. El area del triangulo es la mitad del area del paralelogramo: 7 7.

Resultado: Area = %

EJERCICIO 34 **x Medio IB - P1 TZ1 Mayo 2009

Un triangulo tiene vértices A(1,—1,1), B(1,1,0) y C(—1,1,—1). Demuestre que el area del triangulo es /6.

1. Calculamos dos lados desde A:

0 —2
a=|2|, ac=|-:2
-1 -2
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2. Producto vectorial:

2-(=2)—(-1)-2
ABx AC = | (~1)(-2)—0-(-2) | =
0-2—2-(-2)
3.Sumodulo es /4 + 4+ 16 = /24 = 2./6.
4Elareadeltnanguloes—‘ABX@‘— - 2v/6 = /6.

Resultado: Area = /6. Queda demostrado.

EJERCICIO 35 * % Medio IB P2 TZ2 Mayo 2015

Tel. 626 09 20 80

Considere los vectores dados poru =i+ 2j — 2k y v = ai + bj, donde a y b son constantes.

Se sabe que u x v = 4i + bj + ck, donde ¢ es una constante.

€ alos vectoresuy v y pasa por el

4 c=b—2a=2+2=4.

a) Halle el valor de cada una de las constantes a, by c.
b) A partir de lo anterior, halle la ecuacién cartesiana del plano que contien

punto (0,0, 0).
a) 1. Calculamos el producto vectorial con v = (a,b,0):

2-0-(-2)-b 2b
uxv=|[(-2)-a-1-0| =] —2a
1-b—2-a b—2a

2. Igualamos a (4,b,c): 2b =4,luegob=2.3. —2a = b =2, luego a = —1.

b) 1. El producto vectorial u x v = (4, 2,4) es normal al plano, y también lo es (2,1, 2). 2. El plano pasa por el

origen, asiqued = 0: 2z +y + 2z = 0.
Resultado:a) a=—-1,6=2,c=4;b) 2z +y+22=0

EJERCICIO 36 *% Medio IB P1 TZ2 Mayo 2021

Dados dos vectores no nulos, a y b, muestre que |a x b|? = |a|?|b|> — (a- b)?

1. Sea 6 el angulo entre a 'y b. El médulo del producto vectorial es |a x b| =

cuadrado:
la x b|® = |a|?|b|?sin? 6.
2. Usamos la identidad sin?@ = 1 — cos? 6:
la x b|? = |a|?|b|> — |a|?|b|? cos® 6.
3. Por la definiciéon del producto escalar, a-b =
4. Sustituyendo en el paso 2:
l]a x b|? =

lal’[b* — (a-b)?.

Queda demostrado.

Clases de matematicas online y en Aldaia - 626 09 20 80 - ecuacionganadora.com

|a||b| cos 8, asi que (a - b)?

Demostraciodn

|a||b| sin #. Elevando al

= |a|?|b|? cos? 8.

60 /136



Ecuacion Ganadora Tel. 626 09 20 80
EJERCICIO 37 %% Dificil IB - P1 TZO Noviembre 2011

a) Compruebe que, para dos vectores no nulos ay b,

(i) sija—b|=|a-+b|, entonces ay b son perpendiculares.
(i) |ax b|?=|a*|b> - (a-b)?

b) Los puntos A, By C tienen vectores de posicién a, by c.

(i) Compruebe que el area del triangulo ABC es % laxb+bxc+cxal

(ii) A partir de lo anterior, compruebe que la distancia mas corta entre By AC es

laxb+bxc+ecxal
lc —al

a) i) 1. Elevamos al cuadrado la igualdad y usamos [u*> = u - u:
(a—b)-(a—b)=(a+b)-(a+Db).
2. Desarrollando: |a]> —2a-b + |b|? = |a]> + 2a - b + |b|?. 3. Simplificando queda —2a-b = 2a- b, es decir,
a-b = 0. Como ambos son no nulos, son perpendiculares.
(ii) 1. Si @ eselangulo entre ay b, sabemos que |a x b| = |a||b|sinf y a-b = |a||b|cos§. 2. Entonces
l]a x b|?> = |a|?|b|*sin® 6 = |a|?|b|*>(1 — cos?8) = |a|?|b|*> — (a- b)>.

. i .. 1
b) i) 1. El area del triangulo es 5 ‘ﬁ « AC|, con 4B = b —ay AC = ¢ — a. 2. Desarrollamos usando que el

producto vectorial es distributivo:

(b—a)x(c—a)=bxc—bxa—axct+axa.
3.Comoaxa=0 -bxa=axby—axc=cx a, resulta

ABxAC—axb+bxc+cxa.
4.Portantoeléreaes%|a><b+b><c+cxa|.

(ii) 1. Tomamos [AC] como base del tridngulo. Su longitud es |ﬁ| = |c — a| y la altura es la distancia d de B a

la recta AC. 2. El area es también % |c — a| d. 3. Igualando con el resultado de b) i): % e —ald=

% |axb+b xc+c x al. 4. Despejando d se obtiene la expresion pedida.

Queda demostrado.
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EJERCICIO 38 %% Dificil IB - P2 Noviembre 1999

Considere los puntos A(1,2,1), B(0,-1,2), C(1,0,2) y D(2,—1,—6).

a) Calcule los vectores ﬂ% y ﬁ

b) Calcule AB x BC.

c) Usando lo anterior o de cualquier otra manera, calcule el area del triangulo ABC.
d) Calcule la ecuacién del plano P que contiene a los puntos A, By C.

e) Encuentre un conjunto de ecuaciones paramétricas para la recta que pasa por el punto D y es
perpendicular al plano P.

f)  Calcule la distancia desde el punto D hasta el plano P.
g) Calcule un vector unitario perpendicular al plano P.

h) El punto E es una reflexion del punto D en el plano P. Calcule las coordenadas de E.

-1 1
a) E:BfA: -3 yﬁchB: 1
1 0
b)
. (-3)-0-1-1 -1
ABxﬁ: 1-1—(-1)-0 =|1]|=-i+j+2k
(BTN () 2

. . . . L 1 6
c) 1. El area del tridngulo es la mitad del moédulo del producto vectorial: Area = 5\/1 +1+4+4= %

d) 1. Elvector (—1,1,2) es normal al plano, asi que el plano es —z + y + 2z =d. 2. Con A(1,2,1):d=—-1+2+
2 = 3. Comprobamoscon B:0—1+4=3ycon(C: -1+0+4=3.3.Elplano P es —z +y + 2z = 3, 0 bien
r—y—2z+3=0.

e) 1. Larecta tiene como vector director el normal (—1,1,2) y pasa por D(2,—1,—6):

x=2-—t, y=—-1+1¢, z=—6+2t.

f) 1. Con la féormula de la distancia de un punto a un plano, usando —z +y + 2z — 3 = 0:

— 24 (—1) +2(—6) — 3| 18
d(D,P) = | =— =36.
( ) VIF1+4 V6
- , O
g) 1. Dividimos el normal entre su médulo v6: — | 1
V6 2

h) 1. Hallamos el pie de la perpendicular, es decir, el punto de la recta de (e) que estaen P: —(2 —t) + (-1 +
t) + 2(—6 + 2t) = 3, es decir, 6t — 15 = 3, luego ¢ = 3. El pie es (—1, 2, 0). 2. El pie es el punto medio entre D
y E, asique E =2(-1,2,0) — (2,—-1,—6) = (—4, 5, 6).
-1 1
6
Resultado: a) AB — | -3 |, BC = [1]:b) —i+j+2k: ¢) %; d) —z+y+2:—-3=0€)az=2—t y——1+
1 0

1
t,z=—-6+2t;1)36;,9) — | 1 |;h) E(—4,5,6)
V6 \ o
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EJERCICIO 39 *x**x Dificil IB - P1 TZ2 Mayo 2010

a) Considere los vectores a = 6i + 3j + 2k, b = —3j + 4k.
(i) Halle el coseno del angulo que forman los vectores ay b.
(i) Halleaxb.

(iii) A partir de lo anterior, halle la ecuacion cartesiana del plano 7 que contiene a los vectores ay b y pasa por
el punto (1,1,-1).

(iv) El plano 7 corta al plano zy en la recta L. Halle el area de la region triangular finita delimitada por la recta L,
elejexz y el eje y.

b) Dados los vectorespy q,

() Compruebe que p-p = |p|*.

(i) A partir de lo anterior o de cualquier otro modo, compruebe |p + q|*> = |p|*> +2p - q + |q|*.

(iii) Deduzca que |p +q| < |p| +|q]-

) —1l 1
a) I)1.a-b:6-0+3-(73)+2-4:71.2.|a|:\/36+9+4:7y|b|:\/9+16:5.3.c050:ﬁ:—£.
a) i)
3-4—-2-(-3) 18
axb= 2:-0—6-4 =1 —-24| =18i — 24j — 18k.
6-(—3)—3-0 —18

a) iii) 1. El vector a x b es normal al plano, y también lo es (3, —4, —3) (dividido entre 6). 2. El plano es 3z —
4y —3z=d.Conelpunto (1,1,-1):d=3—-4+3=2.

. . L . 2 .
a) iv) 1. Larecta L es la interseccién con z = 0: 3z — 4y = 2. 2. Cortaalejez (y =0) enz = 3 y al ejey (z = 0)
1 - . 2 1 , 1 2 1 1
eny = —3 3. El triangulo tiene catetos 3 y 5 luego el area es 5'3'2°§
b) i) 1. Por definicion, p - p = |p||p| cos 0° = [p|*.
b) ii) 1. Usamos la propiedad distributiva y la conmutatividad del producto escalar:
p+a’=(+a)-(p+a)=p-p+2p-a+q-q=p/’+2p-q+laf.
b) iii) 1. Como p - g = |p||q| cos 8 < |p||q| (porque cos < 1), de b) ii) resulta
Ip+al® < Ip* +2pllal + la* = (lp| + lal)*
2. Ambos miembros son no negativos, asi que podemos tomar la raiz cuadrada: |p + q| < |p| + |q|-

Resultado: a) i) —%; ii) 18i — 24j — 18k; iii) 3z — 4y — 3z — 2 = 0; iv) % Queda demostrado el apartado b).
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EJERCICIO 40 % %% Dificil IB - P2 TZ2 Mayo 2011

Los puntos P(—1,2,-3), Q(—2,1,0), R(0,5,1) y S forman un paralelogramo, siendo S diagonalmente opuesto a
Q.

a) Halle las coordenadas de S.

—13
b) El producto vectorial ﬁ X ﬁ = 7 |. Halle el valor de m.
m

c) A partir de lo anterior, calcule el area del paralelogramo PQRS.

d) Halle la ecuacion cartesiana del plano 7, que contiene al paralelogramo PQRS.

e) Escriba la ecuacion vectorial de la recta que pasa por el origen (0,0,0) y que es perpendicular al plano .
f) A partir de lo anterior, halle el punto del plano que esta mas cerca del origen.

dg) Un segundo plano, s, tiene por ecuacion z — 2y + z = 3. Calcule el angulo entre los dos planos.

a) 1. Enun paralelogramo PQRS las diagonales son PRy QS y se cortan en su punto medio comun, asi que
PS=QRYS=P+R-Q.2.8=(-1+0+22+5-1, ~3+1-0)=(1,6, -2).

b) 1 ? =(-1,-1,3)y PS = (2,4,1). 2. La tercera componente del producto vectorial es (—1) -4 — (—1) -
2 = —2. Se comprueba el resto: (—1)-1—-3-4=-13y3-2—(—1)-1=7.Portantom = —2.

c) 1. Eléarea del paralelogramo es el modulo del producto vectorial: 4/(—13)2 + 72 + (—2)2 = /169 + 49 + 4 =

V222,
d) 1. El producto vectorial (—13,7,—2) es normal al plano: 13z — 7Ty + 2z = d. 2. Con P(—1,2,-3):d = —13 —
14 — 6 = -33.
e) 1. Larectatiene como vector director el normal del plano:
0 13
r= |0 +t|-7
0 2

f) 1. El punto del plano mas cercano al origen es el pie de la perpendicular de e): el punto de la recta que esta
en 7. 2. Sustituimos (13¢t, —7t,2t) en 13z — Ty + 2z = —33: 169t + 49t + 4t = —33, luego 222t = —33y ¢t =

11 143 77 22 . 143 77 11
7 3. El punto es ( >, es decir, ( )

7R 7R S T4 T4’ 37
g) 1. Elangulo entre dos planos es el angulo agudo entre sus normales, n; = (13,—-7,2) y ny = (1,-2,1). 2.
|13 + 14 + 2| 29 29
cosf = = . 3. 0 = arccos ~ 37,4°.
V2226 V1332 V1332
= 143 77 11
Resultado: a) S(1, 6, —2); b) m = —2; c) v/222;d) 132 — 7Ty +22+33=0;e)r =t | -7 |; ) <H’ = 3—7);

2
g) 37,4°
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EJERCICIO 41 *x**x Dificil IB - P1 TZ2 Mayo 2013

Los vértices de un tridangulo ABC tienen las siguientes coordenadas: A(—1,2,3), B(4,1,1) y C(3,-2,2).
a) (i) Halle la longitud de los lados del triangulo.

(i) Halle cosBAC.

b) (i) Compruebe que ﬁ X @ = —7i—3j— 16k.

(ii) A partir de lo anterior, compruebe que el area del triangulo ABC es %\/3@

c) Halle la ecuacion cartesiana del plano que contiene al triangulo ABC.

d) Halle una ecuacion vectorial de (AB).

El punto D pertenece a (AB), de modo tal que O—D> es perpendicular a ﬁ, donde O es el origen.

e) (i) Halle las coordenadas de D.

(ii) Compruebe que D no se encuentra entre A y B.

a) ()1.AB=(5-1,-2), AC=(4,—4,-1), BC = (~1,-3,1). 2. |[AB| = v35 + 1 14 = v/30, |AC| =
VIEF 16+ 1 =33 |BC| = +vIF9+1 =11

e Aﬁ-AZ? —_— 26 26 26
(i) 'I.cosBAC:—conAg-AZ?=2()—|—4+2:26. 2.cos BAC = = = .
\A§||Aa V3033 4990 34/110

b) () ConCA=A4—C=(-4,4,1):

1 4 (-3)-1-1-4 7
BC x CA = (-3) x (4) (1-(—4)—(—1)-1 ) - (—3) — 7i— 3j— 16k.
1 1 (~1) -4~ (=3)(-4) 16

(i) El area del tridngulo es la mitad del médulo del producto vectorial: %,/49 +9+256 = %\/314.

c) 1. Elvector BC x CA = (—7,—3,—16) es normal al plano; usamos n = (7, 3,16). 2. Plano: 7z + 3y + 16z = d.
Con A(-1,2,3):d = —-T+6+48 =47. 3. Tz + 3y + 16z — 47 = 0 (equivalente a —7z — 3y — 16z + 47 = 0).
d) Larecta pasa por A con direccién ﬂf = (5,-1,-2):
-1 5
r=1| 2 | +t|-1
3 —2
e) ()1.D=(-145t 2t 3—2t)yBC =(-1,-3,1).2.0D-BC =0: —(—1+5t) —3(2—t) + (3 2t) =
1
0=1-5-64+3t+3—-2t=0 = f2f4t:0.3.t:—§yD: (g, g, 4).
(ii) 1. Acorrespondeat=0y Bat=1;los puntos situados entre Ay Bsonlosde 0 <t <1.2. Dtienet=
—% < 0, asi que no esta entre A y B. Ademas DA — %E y DE — %ﬁ tienen el mismo sentido.

—— 26
Resultado: a) (i) |[AB| = /30, |AC| = v/33, |BC| = +/11; (ii) cos BAC = ——; ¢c) Tz + 3y + 162 —47=0; d) r =
- 3v110

(-1,2,3) +¢(5,—-1,-2); ) (i) D (—5, 5,4); (i) t = —% < 0. Los apartados b) y e) (ii) quedan comprobados.
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EJERCICIO 42 *x**x Dificil IB - P1 TZ2 Mayo 2018

Sean a, b, c y d los vectores de posicion con respecto al origen de coordenadas O de los puntos A, B, Cy D,
. —
respectivamente. Se sabe que AB = DE?’.

a) i) Explique por qué ABCD es un paralelogramo.
(ii) Utilizando el lgebra de vectores, muestre que AD — BC.

— —
Los vectores de posicion O4, OB, OC y OD vienen dados por

a—i+2j—3k
b=3i—j+pk
c=gqi+j+2k

d=-i+rj—2k

donde p, g y r son constantes.

b) Muestrequep=1,g=1yr=4.

c) Halle el area del paralelogramo ABCD.

El punto en el que se cortan las diagonales de ABCD se denomina M.

d) Halle la ecuacion vectorial de la recta que pasa por My es normal al plano = que contiene a ABCD.
e) Halle la ecuacion cartesiana de .

El plano w cortaalos ejesz, yy zen X, Yy Z, respectivamente.

f) i) Halle las coordenadas de X, Yy Z.

(i) Halle YZ.

a) i)1. 4B = DC significa que los segmentos [AB] y [DC] tienen el mismo modulo, la misma direccion
y el mismo sentido. Dos lados opuestos paralelos e iguales bastan para que el cuadrilatero sea
un paralelogramo.

(ii) 1. Recorremos el camino de A a D pasando por By C: E = E + ﬁ + C’—D> 2. Como C? = —D—Cz = —E?),

quedaﬁ:fé%—@—ﬁ:ﬁ.

2 q+1

b) 1. A—B> =b-a=| -3 yw =c—d=[|1-7r].2. Igualamos componente a componente: ¢ + 1 = 2,
p+3 4
1-r=-3yp+3=4.3.Deahig=1,r=4yp=1.
2 —2
c) 1. El area del paralelogramo es |E X EL con ? =1-3 yﬁ =d-a=1[2].2
4 1
(=3)(1) = (4)(2) -1
ABxAD= [ (0(=2)-2)1) | = [-10
(2)(2) = (=3)(-2) -2

3. Area = /121 + 100 + 4 = /225 = 15.

d) 1. Las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio, asi que M es el punto medio de [AC]:

A 1,2, — 1,1,2 1 —_— —
M = ;C = (1,2, 3);( ,1,2) = (1, ;, —§>. 2. Un vector normalaw es AB x AD = (—11,-10,—2),
que es el vector director de la recta pedida. 3.
1 —11
r=|( 2 |+t(-10], teR
_1 -9

2
e) 1. Con normal (11,10, 2) (opuesto al anterior) el plano es 11z + 10y + 2z = d. 2. Por A(1,2,—3):d =11 +
20— 6 =25. 3. 7: 1lx + 10y + 2z = 25, es decir, —11z — 10y — 2z + 25 = 0.
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> 5
f) )1Eeax(y=2z=0): 119:_25X( 0,0).2.Ejey(m:z:0);10y:25’Y(0’§,O>.3.Ejez(m:y:m:
2
2225,2(0’ ,_5>
2
- 2 [650
(ii) 1.YZ:ZY(, 5 5) 2YZ*W 65
1 -11
Resultado: b)p=1,¢=1,r=4;¢c)15;d)r= | § | +¢|—10];e) 11z + 10y + 2z = 25;f) i) X (££,0,0),
1
-7 —2
2

5v/26

Y (0,%,0), Z(0,0,%);i) YZ = — Los apartados a) son de explicacion y demostracion.

EJERCICIO 43 %% Dificil IB - P2 TZ0O Mayo 2006

Sea A el punto (2,-1,0), B el punto (3,0,1) y C el punto (1,m,2), donde m € Z, m < 0.
a) i) Halleel productoﬁ-ﬁ

(ii) A partir de lo anterior, dado que ABC = arccos 5 compruebe que m = —1.

b) Determine la ecuacion cartesiana del plano ABC.
c) Halle el area del triangulo ABC.
d) i) Larecta L es perpendicular al plano ABC'y pasa por A. Halle una ecuacion vectorial de L.

(i) El punto D(6,—7,2) pertenece a L. Halle el volumen de la piramide ABCD.

~1 -2
a) D1.BA=A4-B=|-1|yBE=C-B=|m|.22.BA-BC=(-1)(-2) + (-)m+ (-1)(1) =2 —m —
=il 1
1=1-m
(i) 1. Los moédulos son |ﬂ| =3y \ﬁ| = v/5 + m?2. Entonces
— 1-m _\/§
cosABCf\/gm—?.
(1-m)? 2

2. Elevamos al cuadrado: = 9(1 —2m +m?) = 6(5+m?) = 3m? —18m — 21 =0 = m? —

35+m2) 9
6m — 7 = 0. 3. Las soluciones sonm =7y m = —1. Como m < 0, m = —1. (Ademas, param = —1 el

producto escalar 1 — m = 2 es positivo, igual que cos ABC.)
—
b) 1. Conm = —1:C(1,-1,2). Dos vectores del plano son AB = (1,1,1)y A 7 —1,0,2). 2. Su producto
vectorial da la normal:

1-2—-1-0 2
ABxAC=[1-(-1)-1-2|=[-3
1-0—1-(-1) 1

3.Elplanoes 2z — 3y + z =d; con A(2,-1,0):d=44+3+0=7.4. ABC: 2z —3y+2=1.

c) 1. Elarea del triangulo es la mitad del moédulo del producto vectorial:

Area——|AB><7|— Vi+9+1= \/_

d) i) 1. Larecta perpendicular al plano ABC tiene como direccién su normal (2,—3,1) y pasa por A:

2 2
L:r=|-1]+¢t]-3
0 1
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(ii) 1. ﬁ =(4,-6,2) =2(2,-3,1),asique D € L (cont =2) y AD es perpendicular al plano ABC: la altura de

.z . % . ’
la piramide es h = |AD| = 24/14. 2. El volumen es un tercio del area de la base por la altura:

14 14

. .. . V14 . 2
Resultado: a) i) 1 — m, ii) m = —1; b) 2z — 3y + z = 7 (es decir, —2z + 3y — 2 + 7 = 0); c) T;d)l)r: 1| +
0
2
14
t|-3 ,ii)Vzg
1
EJERCICIO 44 *x*x*x Dificil IB - P2 TZ0 Noviembre 2010

La siguiente figura muestra un cubo OABCDEFG.
Sea O el origen, (OA) el eje z, (OC) el eje y, (OD) el eje z.
Sean M, N y P los puntos medios de [F'G], [DG] y [CG], respectivamente.

Las coordenadas de F son (2,2,2).

zZ
D
|
E |
l G
F i
0
- ’*\
A ’,”’/ \\\\
K \\\ C
X
N\
B/ y

a) Halle los vectores de posicion OW, W y ﬁ en funcién de sus componentes.
b) Halle MP x MN.

c) A partir de lo anterior,

(i) calcule el area del triangulo M N P.

(i) compruebe que la recta (AG) es perpendicular al plano M NP.

(iii) halle la ecuacion del plano M NP.

d) Determine las coordenadas del punto donde la recta (AG) corta al plano M NP.

a) 1. Las coordenadas de los vértices del cubo son A(2,0,0), C(0,2,0), D(0,0,2) y G(0,2,2) (de Oy F se
deduce la arista 2). 2. M es el punto medio de F(2,2,2) y G(0,2,2): M = (1,2,2). 3. N es el punto medio de
D(0,0,2) y G(0,2,2): N = (0,1,2). 4. P es el punto medio de C(0,2,0) y G(0,2,2): P = (0,2,1).

1 0 0
oM=(2|, onN=[1], OB=|2
2 2 1
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=il =il

— — .
b) .MP=P-M=|0 |yMN=N-M=|-1].2.Suproducto vectorial es
-1 0
0-0—(-1)(-1) -1
Mﬁ) X Mﬁ =|1(-)-1)—-(-1)-0])=[1]]=-i+j+k
(=1)(-1) = 0-(-1) 1
c) (i) El area del triangulo es la mitad del modulo del producto vectorial: 5\/1 +1+1= X
—2 -1
(ii) 1. ﬁ =G-A=[2|=2|1]=2 (M? X Mﬁ) 2. El producto vectorial es perpendicular al plano
2 1
MNPy AC es paralelo a él. Por tanto (AG) es perpendicular al plano MNP,
-1
(iii) 1. Una normal al planoes | 1 |,luego —z+y+ 2z =d. 2. Con M(1,2,2):d=—-1+2+2=3.3.Plano
1

MNP: —z+y+2z=3,esdecir,—z+y+2—3=0.
d) 1. Larecta (AG) es (z,y,z) = (2 — 2s, 2s, 25). 2 Sustituimos en el plano: —(2 — 2s) + 2s + 2s = 3, es decir,

—2+6s:3,ys—33Elpuntoes 2-3,%,3=(5%3
1 0 V3
Resultado:a)Oﬁ: 2 ,OW: 21.b)-i+j+k.c) (|)— ?_2( ?’ N) (iii) —z +
2 1
y+z-3-0.9) (1)
EJERCICIO 45 **xk Dificil IB - P1 TZ0 Noviembre 2013

Considere los puntos A(1,0,0), B(2,2,2)y C(0,2,1).

a) Halleel vectorﬁ X C’—B>

b) Halle un valor exacto para el area del tridngulo ABC.

c) Compruebe que la ecuacion cartesiana de II;, el plano que contiene al triangulo ABC, es 2z + 3y — 4z = 2.
Un segundo plano II, viene definido por la ecuacion cartesiana Ily : 4z —y — z = 4.

L, es la recta de interseccion de los planos I1; y II,.

d) Halle una ecuacion vectorial de L;.

Un tercer plano II; viene definido por la ecuacion cartesiana 16z + ay — 3z = .

e) Halle el valor de a para el cual los tres planos contienen a la recta L.

f)  Halle las condiciones que han de cumplir o y 8 para que el plano I3 no se corte con L.

1 2

a) 1. Calculamos los dos vectores con origen en C: Cj =A-C=|-2]y C—B> =B-C=|0].2.
Producto vectorial:
., ((=2)1) = (=1)(0) —2
CAxCTB=| (1)@ - | =[-3] = -21- 35+
(1)(0) = (=2)(2) 4

. 1 — —
b) 1. El &rea del tridngulo es la mitad del modulo del producto vectorial: Area = 3 \ﬁ X CB‘. 2. ‘CZ X CB‘ =
V2
V4 +9+16 = /29, luego el area es Tg

—

c) 1. Un vector normal al plano es Cj x CB, paralelo a (2, 3, —4). Por tanto el plano es de la forma 2z + 3y —
4z = d. 2. Sustituimos los tres puntos: A:2-1=2; B:4+6—-8=2; C:0+ 6 —4 = 2. Los tres cumplen 2z +
3y — 4z = 2 y no estan alineados (el producto vectorial no es nulo), asi que esa es la ecuacion del plano II;.
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d) 1. Ladireccion de la recta es perpendicular a los dos vectores normales, n; = (2,3,—4) y n, = (4,—1,—1):

3(—1) — (—4)(~1) —7 1
g xny= | (—4)@)—2(-1) | =|-14]|=-7]2
2(—-1)—3-4 ~14 2

2. Buscamos un punto comun haciendo z = 0 en el sistema: 3y — 4z =2y —y — z = 4. De la segunda, y =
—4 — z; entonces —12 — 3z — 4z = 2, de donde z = —2 e y = —2. El punto es (0, —2, —2). 3. Una ecuacién

vectorial es
0 1
L1 I r= -2 +A12
—2 2
e) 1. Para quell; contenga a L1, el vector director de la recta debe ser perpendicular a la normal de II3, n3 =
(16, r, —3):

(1,2,2)- (16,,—3) =16 + 20— 6 =0 = o = —b5.
2. Ademas, el punto (0, —2, —2) de la recta debe estar en el plano: —5(—2) —3(—2) =16 =8.Cona = -5y
B = 16 los tres planos contienen a L.
f) 1. Larectay el plano no se cortan si son paralelos y la recta no esta contenida en el plano. 2. Paralelos:

a = —b5 (misma condicién que en e). Si a # —5 la recta corta al plano en un punto. 3. No contenida: el punto
(0, —2,—2) no cumple la ecuacion, es decir 8 # 16.

0 1
— 29
Resultado:a)ijCB:—2i—3j+4k;b)g;d)r: —214+X|2];e)a=-5fla=-5y B #16.
—2 2
Ecuaciones de la recta
EJERCICIO 46 ** Medio IB - P1 Noviembre 2001

El punto A(3,0,—2) pertenece a la rectar = 3i — 2k + A(2i — 2j + k), donde A es un parametro real. Calcule las
coordenadas de un punto de la recta que diste 6 unidades de A.

2

1. A corresponde a A = 0. Un punto de larecta es X(3+2A, —2X, -2+ ), y E() =A[|-2
1

2.Sumodulo es [A|vV4+4+1=3|)\|.
3. Imponemos 3|\| = 6, luego A =20 X = —2.
4.Con A =2:(7,—4,0). Con A = —2: (1,4, —4).

Resultado: (7,—4,0) o (—1,4,—4)

EJERCICIO 47 **x Medio IB - P2 Noviembre 2002

Sean los puntos A(1,3,—17) y B(6,—7,8) que yacen sobre la recta L.

a) Halle una ecuacion de la recta L, dando su respuesta en forma paramétrica.

b) El punto P estad sobre Ly es tal que O? es perpendicular a L. Halle las coordenadas de P.

5 1
a) 1. Vector director: ? = | —10 |, proporcionalad = | —2 |. 2. Paramétricas desde A: z =1 +t¢, y = 3 — 2t,
25 5

z = —17+ 5t.
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b) 1. UnpuntodeLes P(1+¢,3—2t, —17+5t)y OB es su vector de posicion. 2. OP-d=0: 1+¢)—2(3—
2t) + 5(—17 + 5t) = 0. 3. Desarrollamos: 1+t — 6 + 4t — 85 + 25t = 30t — 90 = 0, luego ¢t = 3. 4. P(4,—3,—2).

Resultado:a) z =1+t, y =3 — 2t, 2 = —17 + 5¢; b) P(4,-3,-2)

EJERCICIO 48 *x Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2008

Considere los puntos A(1,-1,4), B(2,—2,5) y O(0,0,0).

a) Calcule el coseno del angulo que forman 07 yﬁ.

b) Halle una ecuacion vectorial de la recta L; que pasa por Ay B.

La recta L, tiene por ecuacion r = 2i + 4j + 7k + ¢(2i + j + 3k), donde t € R.

c) Compruebe que las rectas Ly y L, se cortan, y halle las coordenadas del punto de interseccion.

d) Halle la ecuacion cartesiana del plano que contiene tanto a la linea L, como al punto A.

1 1
a) 1.04=|(-1|y4aB=B— A= |-1|.2 Productoescalar: OA- 4B = 1 + 1+ 4 — 6. Médulos: [OA| =
4 1
— 6 2 V6
V18 =3vV2y|AB|=V3.3.co80 = ——— = — = —.
y |AB| 35z 3 8 3
b) 1. Tomamos A como puntoy ﬁ como vector director:
1 1
r=|-1]+s|-1
4 1
c) 1. lgualamos las coordenadas de L; y de Ls:
1+s=2+2t —1—-s=4+1t, 445="T7+43t.

2. Sumando las dos primeras: 0 = 6 + 3t, luego t = —2. De la primera, s = 1 + 2t = —3. 3. Comprobamos con
la tercera ecuacion: 4+ (—3) =1y 7+ 3(—2) = 1. Se cumple, asi que las rectas se cortan. 4. El punto se
obtienecont=—-2enLy:(2—-4,4—-2, 7-6) = (-2, 2, 1).

d) 1. El plano contiene a L., de vector director d = (2,1, 3), y pasa por (2,4, 7). Un segundo vector del plano es
el que va de (2,4,7) a A: w = (—1,—5,—3). 2. Un vector normal es

1.(-3)—3.(-5) 12 4
dxw=|3-(-1)-2-(-3) =3 ||[1
2-(=5)—-1-(-1) -9 -3
3.Elplanoes 4z +y —3z=d.Con A(1,-1,4):d=4—-1—-12 = —9.
NG 1 1
Resultado:a)cosez?;b)r: 1) +s|-1];¢c)(-2,2,1);d)dz+y—32+9=0
4 1

Clases de matematicas online y en Aldaia - 626 09 20 80 - ecuacionganadora.com 71171136



Ecuacién Ganadora Tel. 626 09 20 80

EJERCICIO 49 * % Medio IB - P1 TZ0 Noviembre 2017

Los puntos A y B vienen dados por A(0, 3, —6) y B(6,—5,11). El plano 7 esta definido por la ecuacion 4z — 3y +
2z = 20.
a) Calcule la ecuacion vectorial de la recta L que pasa por los puntos Ay B.

b) Calcule las coordenadas del punto de interseccion de la recta L y el plano .

6
—
a) 1. Un vectordirectorde Les AB=B— A= | —8|.2. Tomamos A como punto de la recta:
17
0 6
L:r=\|3 |+t]|-8], t e R.
—6 17
b) 1. Un punto de L tiene coordenadas (6t, 3 — 8¢, —6 + 17¢). 2. Para que esté en 7 se debe cumplir

su ecuacion:
4(6t) — 3(3 — 8t) +2(—6 + 17t) = 20.

3. Desarrollamos: 24t — 9 + 24t — 12 + 34t = 20, es decir, 82t — 21 = 20, de donde t = % 4. Sustituimos t = %
17

enIarecta:x:3,y:3f4:71,z:,6+?:;

0 6 5
Resultado:a)r=| 3 | +t | -8 ]; b) (3, -1, —>
6 17 2

EJERCICIO 50 *xx Dificil IB - P2 Noviembre 2001

a) Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales
x4+ 3y —2z=-6
2c+y+3z2="7
3x—y+2=6
b) Calcule el vector v = (i+ 3j — 2k) x (2i+ j+ 3k)
c) Sia=1i+3j—2k, b=2i+j+ 3kyu=ma+ nbdonde m, n son escalares, y u # 0, muestre que v es
perpendicular a u para todo m y n.

d) Larecta L esta en el plano 3z — y + z = 6, pasa por el punto (1, —1,2) y es perpendicular a v. Calcule la
ecuacion de L.

a) 1. Sumamos la segunda y la tercera: 5z + 4z = 13. 2. Multiplicamos la tercera por 3 y la sumamos a la
primera: 10z + z = 12, luego z = 12 — 10z. 3. Sustituimos en 5z + 4z = 13: 5z + 48 — 40z = 13, luego
—35z = —35y x = 1. Entonces z = 2. 4. De la tercera ecuacion: 3 —y + 2 = 6, luego y = —1. 5.
Comprobacion en la primera: 1 — 3 — 4 = —6. Correcto. (En la Prueba 2 también se resuelve con la CPG.)

b)
1 2 3.3-(-2)-1 11
v=|3|x[|1]|=((-2-2-1-3|=(-7
—2 3 1-1-3.2 -5

c) l.v=axbesperpendicularaayab,asiquev-a=0yv-b=0.2 Entoncesv-u=m(v-a)+n(v-
b) =0+ 0 = 0 para cualesquieram y n. 3. Por tanto v L u.
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d) 1. El vector director d de L debe ser perpendicular a v y estar en el plano, es decir, perpendicular al normal

(=7)-1—(=5)(-1) —12 6
del planon = (3,—1,1). 2. Portantod = v x n = (-5)-3-11-1 = | —26 |, proporcionala | 13
11-(-1)—(=7)-3 10 -5
B z—1 y+1 z—2
3. L pasa por (1,—1,2), que cumple 3+ 1+ 2 = 6 (esta en el plano). 4. L : =13 - 5
Resultado:a) z =1,y = —1,z=2;b) v=11i — 7j — 5k; ¢) v-u = 0; d) L : ”’gl - y;;l = z_52

EJERCICIO 51 * k% Dificil IB - P2 Noviembre 2003

La recta L pasa por el punto A(2,5,—1) y es perpendicular al plano de ecuaciéon z +y + 2z — 1 =0.
a) Halle la ecuacion cartesiana de la recta L.
b) Halle el punto de interseccion de la recta L y el plano.
c) Halle las coordenadas del punto simétrico de A respecto al plano.
d) Calcule la distancia del punto B(2,0,6) a la recta L.
r—2 y—5 z+1

a) 1. El vector director de L es el normal del plano, d = (1,1,1). 2. L : —==—==

b) 1. Puntosde L: (2+¢,5+t, —1+t). 2. Sustituimos en el plano: (2 +¢) + (5 +t) + (-1 +¢) — 1 = 0, es decir,
11
5+3t0,|uegot2.3.ElpuntoesM( 0 §)

373 3
c) 1. El punto simétrico A’ cumple que M es el punto medio de [AA'], asique A’ =2M — A. 2. A’ =

2 20 16 4 5 13
29 =5 - =2+41)=(-5, 2, -=).
(3 '3 > 3+) (3’3’ 3)

0
d 1.BA=|[5 |yd=(1,11)con|d =3 2.
—7
5-1—(=7)-1 12
BAxd=|[(-7-1-0-1)={-7], ‘ﬂxd‘:\/144+49+2 — /218,
0-1-5-1 -5
V218 218 654
3.d(B,L) = Y= = /2= = X201 852
(B, L) V3 3 3 ’
-2 y-5 z+1 110 8 45 13 /654
R Itado: L: = = b - —— ) e— - —— ] d) — =~ 2
esultado: a) = T T )<3,3, 3>,C)< 33 3), ) 3 8,5
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EJERCICIO 52 *k*x Dificil IB - P2 TZ1 Mayo 2013

Consideremos los puntos P(—3,—-1,2) y Q(5, 5, 6).

a) Halle una ecuacion vectorial para la recta L, que pasa por los puntos P y Q.

—4 5
La recta L, tiene la ecuacionr=| 0 | +s| 2
4 0

b) Muestre que L, y L, se cortan en el punto R(1,2,4).
c) Encuentre el angulo agudo entre Ly y Ls.
Sea S un punto sobre L tal que [RB| = [RS).

d) Demuestre que una de las posiciones posibles para S es S1(—4, 0,4) y encuentre las coordenadas de la otra
posicion posible Ss.

e) Hallar una ecuacion vectorial de la recta que pasa por R y biseciona a PRS;.

8 -3 8
a) 1. Vector director: w =Q-P=|6|.2.Li:r=|-1]|+¢t]|6
4 2 4

b) 1.EnL;:cont=1seobtiene (-3 +4, -1+ 3,2+ 2) = (1,2,4). 2. En Ly: con s = 1 se obtiene (-4 + 5, 0 +
2,4+ 0) = (1,2,4). 3. R pertenece a las dos rectas y, al no ser paralelas, se cortan solo en R.

c) 1.d;=(8,6,4),dy=(5,2,0);d;-dy =40+ 12 =52. 2. |d;| = /116 = 2+/29, |ds| = v/29. 3. cos ) =

52 —26 luego 8 ~ 26,3°
2W29v29 29" [CIOT S

d) 1.RP—P—R=(-4,-3,—2), de médulo v29. 2. Un punto de L es S = (—4 + 5s, 2s, 4), y RS = (55 —
5,2s—2, 0) = (s —1)(5,2,0). 3. |ﬂ| = |s — 1|4/29. Igualando a v/29: [s — 1| = 1, es decirs =00 s = 2. 4.
Con s = 0 se obtiene S;(—4,0,4), como se queria demostrar. Con s = 2 se obtiene S5(6, 4, 4).

e) 1. Eltriangulo PRS; es isosceles con |RP| = |RS;| = v/29; la bisectriz del angulo en R tiene la direccién de
—_— = — —_— =
RP + RS, (diagonal del rombo que forman). 2. RS; = (—5,—2,0), luego RP + RS; = (—9,—5,—-2).3.r =

1 -9
21 +X]| -5
4 —2

Resultado: a) r = (-3, —-1,2) + ¢(8, 6,4); c) 26,3°; d) S2(6,4,4); ) r = (1,2,4) + A\(—9,—5,—2). Los apartados b) y
la primera parte de d) quedan demostrados.
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EJERCICIO 53 *k*x Dificil IB - P1 TZ2 Mayo 2014

Dados los puntos A(1,0,4), B(2,3,-1) y C(0,1,—2),

a) Halle la ecuacién vectorial de la recta L; que pasa por los puntos A y B.
-1 y+2 2z-1

3 1 -2

b) Muestre que L; y L, son rectas alabeadas.

La recta L, tiene por ecuacion cartesiana

Considere el plano II;, paralelo a L; y también a L,. El punto C pertenece al plano II;.

c) Halle la ecuacion cartesiana del plano II;.

3 k
La recta L3 tiene por ecuacion vectorialr = [0 | + A | 1
1 -1

El plano II, tiene por ecuacién cartesiana z +y = 12.
El angulo entre la recta Ls y el plano II, es igual a 60°.
d) (i) Halle el valor de k.

(ii) Halle el punto de interseccion P de la recta Lz y el plano IIs.

1 1
—

a) 1.AB=(1,3,-5).2.Ly:r= (0] +¢t]| 3

4 -5

b) 1. Direcciones d; = (1,3, —5) y d2 = (3,1, —2): no son proporcionales, luego las rectas no son paralelas. 2.
L; pasa por (1,-2,1): (z,y,2) = (1 + 3s, =2+ s, 1 — 2s). Igualamos con Lz:
1+t=1+3s, 3t=—-2+s, 4—-5t=1-—2s.
. 1 3 15 31
3. De la primera, t = 3s; en la segunda, 9s = —2 + s, luego s = ~1 yt= T 4. En latercera: 4 + 17

1 3 L . . . .
frentea 1 + 3= 3 No coinciden, asi que no hay punto comun. 5. Ni paralelas ni secantes: son alabeadas.

3.(—2)—(-5)-1 ~1
c) 1 Normal:d; xdy= [ (-5)-3—-1-(=2) | = | —13 |; usamos (1,13,8). 2.II; : = + 13y + 8z = d con
1-1-3-3 -8

C(0,1,-2):d=13-16=-3.3.1; : 4+ 13y +82z+3=0.
d) (i) 1. Direccion de L3: d = (k,1,—1). Normal de II,: n = (1,1,0). 2. El &ngulo 6 entre una recta y un plano

cumple sinf = M, con 6 = 60°:
|d|[n]
k+1 V3
VE +2v2 2
(k+1)> 3 ) ) ) )
3. Elevamos al cuadrado: =-=4k+1)*=6(k’+2)=2k*—-8k+8=0=(k—2)"=0.4.k=2.

2(k2+2) 4
(ii) 1. Ls: (3+2X, A\, 1—X). 2. Imponemos z +y =12: 3+ 3A =12, luego A =3. 3. P = (9, 3,—2).

Resultado: a) r = (1,0,4) + (1,3, —5); c) z + 13y + 8z + 3 = 0; d) (i) k = 2; (ii) P(9, 3, —2). El apartado b)
queda demostrado.
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EJERCICIO 54 k%% Dificil IB - P2 TZ2 Mayo 2004

a) Considere los vectores unitarios u 'y v en un espacio tridimensional. Demuestre que el vector u + v biseca
el angulo entre uy v.

Considere los puntos A(2,5,4), B(1,3,2), C(5,5,6). Larecta L pasa por By biseca al angulo ABC.

b) Halle la ecuacion de L.

c) Larecta L cortaa [AC] en el punto D. Halle las coordenadas de D.

a) 1. Llamamos ¢ al angulo entre uy u + v, y ¢ al angulo entre vy u+ v. Como |u| = |v| = 1,
u-(u+v)=[uf+u-v=1+4u-v, v-(u+v)=u-v+vF=14u-v.
2. Entonces
u-(ut+v) 1l4u-v v-(utv)

= == = COS VY.
lla ey - e ey

Cos p =
3. Como ¢,9 € [0,7] y el coseno es inyectivo en ese intervalo, ¢ = ¢: el vector u + v forma angulos iguales
con uy con v, es decir, biseca el angulo entre ellos.

b) 1. Los vectores que salen de B hacia A y hacia C son
1 4

BA= (2], BC=|[2], |ﬂ|:3, |?C)|:6.
2 4
2. Sus vectores unitarios son
1 1 1 4 1 2
u= g 2 5 v = 6 21 = g 1
2 4 2
1 3
3. Por el apartado a), la bisectriz tiene la direcciéon de u + v = 1 |, que es proporcionala |3 |. 4. La
4/3 4
recta pasa por B(1,3,2):
1 1
L:r= |3+t 1], 0 sea x:1+t,y:3+t,z:2+§t.
2 4/3
3
c) 1.Unpuntode[AC]es A+ sﬁ con ? =[0]y0<s<1:(2+3s, 5, 4+ 2s). 2. Igualamos con L: 1+
2

t=2+4+3s, 3+t=5, 2+ %t:4+2s. 3. De la segunda, t = 2. De la primera, 3 = 2 + 3s, luego s = %
Comprobamos la tercera: 2+ § = ¥ y 44+ 2 = X Se cumple. 4. Sustituimos s = 3: D = (3, 5, &).

1 1
Resultado: b)r = 3| +¢t | 1 |;c) D (3,5, ¥). El apartado a) queda demostrado.
2 4/3
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EJERCICIO 55 *k*x Dificil IB - P1 TZ1 Mayo 2021

z+1

Considere la recta L, definida por la ecuacion cartesiana =y=3-—=z.
a) i) Muestre que el punto (—1,0, 3) pertenece a L;.
(ii) Calcule la ecuacion vectorial de L;.

Considere una segunda recta L, definida por la ecuacion vectorial

0 a
r=|1]+¢| 1 |JdondetcRyacR,
2 -1

b) Calcule los posible valores de a cuando el dngulo agudo entre L; y L, es de 45°.

Se sabe que las rectas L; y L, tienen un unico punto de interseccion, A, cuando a # k.

c) Calcule el valor de k y calcule las coordenadas del punto A en funcion de a.

. - —1+1

a) i) Sustituimos (z,y,2) = (-1,0,3): +
punto pertenece a L;.

=0,y=0y 3 —z=0. Las tres expresiones valen 0, asi que el

(ii) 1. Llamamos A al valor comun de las tres expresiones: z+1 =\Ny=2A\3—2z= X\ Entoncesz = —1+ 2),
y= A, z=3— ). 2. Enforma vectorial:
-1 2
L1 L r= 0 + )\ 1
3 -1
. . d;-d
b) 1. Los vectores directores sond; = (2,1,—1) y d; = (a,1, —1). El &ngulo agudo 8 cumple cos§ = ||d1 d2||' 2
1 2

d-dy=2a+1+1=2a+2, |di| =6y |ds] = a2 +2.3.Con 6 = 45°:

% + 2 2 4 12 1
2a + 2| _£$M2_2>4(a+1)2:3(a2+2).

VoJZtz 2 6@+2) 2
—8++64+8
4. Desarrollando: 4a® + 8a +4 =3a%> +6,0seaa?+82—2=0.5.a = TjL = —4+3V2.

c) 1.Un punto comun cumple: —1+2X=at, A\=1+1¢,3 — XA =2 —t. 2. Las dos Ultimas ecuaciones son
equivalentes (A = 1 + ¢). Sustituyendo en la primera: —1 4 2(1 +¢) = at, es decir 1 + 2t = at y (a — 2)t = 1.

3. Esta ecuacion tiene solucién unicat = P siy solo si a # 2. Por tanto k = 2 (para a = 2 las rectas son

paralelas y no se cortan). 4. Coordenadas de A sustituyendo t = % en Ly:
o —

a a—1 2a — 5
w:at:m, y:].-i-t:m, 222—t:a_2.
-1 2
Resultado: a)i)r=| 0 | + A | 1 ;b)a_4i3\/§;c)k—2yA( a ’a—1’2a—5)'
3 1 a—2'a—2" a—2
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EJERCICIO 56 *k*x Dificil IB - P2 TZ0 Noviembre 2022

Considere los puntos A(1,2,3), B(k,—2,1) y C(5,0,2), donde k € R.

a) Escriba E y ﬁ

b) Sabiendo que los puntos A, B y C forman una linea recta, muestre que k = 9.

c) Parak =29, sea L, larecta que pasapor A, ByC.

(i) Halle la ecuacioén vectorial de la recta L.

rz—1
2

Muestre que las rectas Ly y L, son alabeadas.

(i) Larecta L, tiene por ecuacion

:%:lfz.

d) Parak #9, seall el plano que contienea A, By C.
(i) Halle la ecuacién cartesiana del plano II.

(ii) Halle las coordenadas del punto del plano II que esta mas cerca del origen (0, 0, 0).

k-1 4
—
a) AB—| —4 |yad=[-2
-2 -1
— —
b) 1. Tres puntos estan alineados cuando AB 'y ﬁ son paralelos: AB = mﬁ. 2. Con la segunda
componente: —4 = —2m, luego m = 2. La tercera componente lo confirma: —2 = 2. (—1). 3. Primera
componente: k —1=2-4 =28, luego k =9.

c) (i) 1. Con k =9 larecta pasa por A(1,2,3) y tiene como direccion ? =(4,-2,-1):

1 4
Li:r=|2]+X]| -2
3 -1

z—1 'y

(ii) 1. Escribimos L, en forma paramétrica con

:g:1—z:,u::c=1+2u,y=3,u,z:1—,u.Pasapor

(1,0,1) con direccion (2,3, —1). 2. Las direcciones (4,—2,—-1) y (2,3, —1) no son paralelas (no son
proporcionales), asi que las rectas no son paralelas ni coincidentes. 3. Veamos si se cortan: 1 +4A =1+ 2u

,2—2XA=3uyY3—X=1-—pu.Delaprimera, u = 2). Enla segunda: 2 — 2\ = 6), Iuego)\:iypz %.4.
1 11 1 1
Tercera ecuacion: 3 — 1= 71 frenteal — 5= 3 No se cumple, no hay punto comun. 5. No son paralelas y

no se cortan: las rectas son alabeadas (se cruzan).

d) (i) 1. Una normal al plano es

(=4)(-1) = (=2)(-2) 0 0
ABxAC=|(-2@)-k-D(-1)|=[r-9 |=-9[ 1],
(k — 1)(~2) — (—4)(4) 18 — 2k 2

que no es nulo porque k # 9. Una normal sencilla es (0,1, —2). 2. El planoesy — 2z =d;con A:d=2—-6 =
—4.3.11: y— 2z = —4. Comprobacion: B: =2 —2= -4y C:0—4 = —4.

(i) 1. El punto de II mas cercano al origen es el pie de la perpendicular desde el origen: la recta (0, s, —2s)

4
(direccion de la normal). 2. Sustituimos en el plano: s — 2(—2s) = 5s = —4, luego s = —5 3. El punto es
4 8 4
——,— | (a distancia — del origen).
(& 5,5>( i 8% igen)
k-1 4 1 4
: " 4 8
Resultado: a)TB>: —4 ,ﬁ: =2 5;c0))r=2|+X|-2]);d)i)II: y—22z=—4;ii) (0,—5,3).
-2 -1 3 -1

Quedan demostrados b) y c) ii).
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Ecuaciones del plano

EJERCICIO 57 * Basico IB - P1 Noviembre 1999

El vector n = 2i — j + 3k es normal al plano que pasa por el punto (2,1,2).
a) Calcule una ecuacion del plano.

b) Calcule a si el punto (a,a — 1,a — 2) esta en el plano.

a) 1.Un plano con vector normal (2, —1, 3) tiene ecuacion 2z — y + 3z = d. 2. Sustituimos (2,1,2):d=4—1+
6=29, esdecir, 2z —y+3z—9=0.
b) 1. Sustituimos (a,a — 1,a — 2) en la ecuacién: 2a — (a — 1) + 3(a — 2) = 9. 2. Desarrollamos: 2a —a + 1 +
3a — 6 =09, esdecir,4a — 5 =9, luego a = % = =
7
Resultado: a) 2z —y+32—9=0;b) a = 3

EJERCICIO 58 * Bésico IB - P1 Mayo 2000

Calcule un vector normal al plano que contiene a las rectas L; y Lo, cuyas ecuaciones son:
Li:r=i+k+A2i+j—2k)

Ly: r=3i+2j+ 2k + u(j+ 3k)

2 0
1. Los vectores directores de las rectas estan contenidos enelplano:d; = | 1 | yds = |1
—2 3
2. Un vector normal es perpendicular a ambos, asi que lo obtenemos con el producto vectorial:
1-3—(-2)-1 5
n=dixdo=|(-2)-0-2-3]=|-6
2-1-1-0 2

Resultado: n = 5i — 6j + 2k (o cualquier multiplo suyo)

EJERCICIO 59 * Béasico IB - P1 Mayo 2000
. 1 -3
El plano 6z — 2y + z = 11 contiene alarectaz — 1 = % =Z . Calcule [.
1
1. La recta pasa por (1,—1,3) y tiene vector directord = | 2
l
2. Si la recta esta contenida en el plano, su vector director es perpendicular al vector normal del plano n =
6
—2]:d-n=0.
1

3.6-4+1=0,luegol = —2.
4. Comprobamos que el punto (1, —1, 3) esta en el plano: 6 + 2 + 3 = 11. Correcto.

Resultado: | = —2
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EJERCICIO 60 * % Medio IB - P2 TZ0 Noviembre 2009

La ecuacion vectorial de la recta L viene dada por

T 1 -1
z 6 -1

Halle la ecuacidn cartesiana del plano que contiene a la recta L y al punto A(4, —2,5).

-1
1. Un punto de L es P(1,3,6) y su vector directoresd = | 2
-1
3
2. Un segundo vector del plano es ﬁ =1|-5
-1
3. Un vector normal al plano es
2-(=1) = (=1)(-5) -7
n=dxPA=|(-1)-3-(-1)(-1) | = [ -4
(-1)(-5)—2-3 -1
7
Usamos el vector opuesto | 4 |, que también es normal.
1

4. El plano es 7z + 4y + z = d. Sustituimos A(4,—2,5): d =28 — 8+ 5 = 25.
5. Comprobacién con P: 7+ 12 + 6 = 25.

Resultado: 7z + 4y + z = 25

EJERCICIO 61 * % Medio IB - P1 Mayo 2001

Encuentre una ecuacién del plano que contiene a las dos rectas

a:—l:l_—y:z—2 w+1:2—y:z+2'
2 3 3 5

1. Primera recta: llamando ¢ al valor comin, z =1+¢,y =1 — 2t, z = 2+ t. Pasa por A(1,1,2) cond; =

1
-2
1
3
2.Segundarecta:z = —1+3s,y =2 —3s, 2 = —2 + 5s. Pasa por B(—1,2,—2)conds; = | —3
5
3. Un vector normal al plano:
(=2)-5—-1-(-3) -7
n=d; xdz = 1-3—-1-5 =|-2
1-(-3)—(-2)-3 3
4.Elplanoes —7z — 2y + 3z =d. Con A(1,1,2):d=-7—2+4+6 = —3.
5. Comprobamos con B(—1,2,-2): 7—4 — 6 = —3. Correcto, asi que las rectas estan en el mismo plano.

Resultado: —7z — 2y + 3z = —3, es decir, Te +2y — 32 =3

Clases de matematicas online y en Aldaia - 626 09 20 80 - ecuacionganadora.com 80/136



Ecuacién Ganadora Tel. 626 09 20 80

EJERCICIO 62 * % Medio IB - P1 Noviembre 1998

Considere los planos Py @ con ecuaciones: P: 6z —2y+3z+8 =0, Q: = — 3y + 5z = 0. Calcule la ecuacién
de un tercer plano R, que es perpendicular a P y Q y contiene al punto (2,2, 3).

1. Los vectores normales son np = (6,—2,3) y ng = (1, —3,5).
2. Un plano perpendicular a P y a @ tiene un normal que es perpendicular anp y a ng, es decir, paralelo a
su producto vectorial:

(-2)-5—3-(-3) -1 1
np x ng = 3.1-6-5 = |27 (27
6-(—3)—(—2)-1 ~16 16

3.El plano es = + 27y + 16z = d. Con (2,2,3): d = 2 + 54 + 48 = 104.
Resultado: R: = + 27y 4 16z — 104 =0

EJERCICIO 63 **x Medio IB - P2 TZO Noviembre 2014
. x—1 y—->5 2-12 x—1 y—-5 2z2-12
t L L rLy: = = Lo : = = .
Las rectas Ly y Ly vienen dadas por L; 3 5 — L2 3 1 6

El plano w contiene a L; y también a L.
a) Halle la ecuacidn cartesiana de .
La recta L3 pasa por el punto (4,0,8) y es perpendicular a =.

b) Halle las coordenadas del punto en el que L3 corta a .

a) 1. Ambas rectas pasan por (1,5,12) y tienen vectores directores (3,2, —2) y (8,11, 6). 2. Un vector normal al

plano es
3 8 2-6—(-2)-11 34 2
2 I x[11]=1(-2)-8-3-6 |=|-34]]| [-2
-2 6 3-11-2-8 17 1

3.Elplanoes 2z — 2y + z =d. Con (1,5,12):d =2 —- 10+ 12 = 4.
b) 1. Larecta L3 tiene como vector director el normal (2,—2,1): (4 + 2¢, —2t, 8 + t). 2. Sustituimos en el plano:

4 8 8 4
2(4 +2¢t) — 2(—2¢t) + (8 +t) = 4, es decir, 9t + 16 = 4, luego t = —3 3. El punto es (4 33 8 — §) =
48 20
SR A

4 8 20
Resultado: a) 2z — 2y + 2z — 4 = 0; b) (5’ 3’ ?>

EJERCICIO 64 **x Medio IB - P2 TZ1 Mayo 2017

Encuentre la ecuacidn cartesiana del plano II que contiene los puntos A(6,2,1) y B(3,—1,1) y es perpendicular
alplanoz +2y —z -6 =0.

1. El plano buscado contiene la direccion AB = (—3,-3,0).
2. Si es perpendicular al plano dado, su normal es perpendicular a la normal ny = (1,2, —1) de ese plano; es
decir, ny es paralelo al plano buscado.

(=3)(-1)—0-2 3
3. Normal del plano buscado: AB x n=|0-1-(-3)(-1) | =|-3];usamosn = (1,-1,-1).
(-3):2—(-3)-1 =

4.z —y—z=dcon A(6,2,1):d=6 —2—1=3. Comprobamoscon B:3+1—-1=3.

Clases de matematicas online y en Aldaia - 626 09 20 80 - ecuacionganadora.com 81/136



Ecuacién Ganadora Tel. 626 09 20 80

Resultado:II: z —y—2—-3=0

EJERCICIO 65 * % Medio IB - P1 TZ0 Noviembre 2016

Considere los vectores a =i — 3j — 2k, b = —3j + 2k.
a) Halleaxb.

b) A partir de lo anterior, halle la ecuacion cartesiana del plano que contiene a los vectores ay b, y pasa por
el punto (1,0, —1).

a) 1. Conlas componentesa = (1,—-3,-2)y b = (0,-3,2):

(-3)@) — (-2)(-3)\  [-12
axb=[ 20-© |=|-2

(1)(=3) = (=3)(0) -3
Es decir,a x b = —12i — 2j — 3k.

b) 1. El producto vectorial es perpendicular a ay a b, asi que es un vector normal del plano: n = (—12, -2, —3)
(o su opuesto (12,2, 3)). 2. La ecuacion es 12z + 2y + 3z = d. Imponemos que pase por (1,0,—1):d =12 +
0—3=29.3.Elplano es 12z + 2y + 3z = 9, o lo que es lo mismo, —12z — 2y — 3z + 9 = 0.

Resultado: a) a x b = —12i — 2j — 3k; b) 12z + 2y + 3z = 9 (equivalente a —12z — 2y — 3z + 9 = 0)

EJERCICIO 66 * % Medio IB - P1 Noviembre 1998

Considere los dos planos Py Q,donde P: 6x —2y+32+8=0yQ: z—3y+5=0.

Calcule la ecuacion de un tercer plano R que es perpendicular a Py @ y contiene al punto (2,2, 3).

1.Las normales de Py Q sonnp = (6,—2,3) yng = (1,-3,0).
2. Un plano es perpendicular a Py a @) cuando su normal es perpendicular a np y a ng. Tomamos

(=2) -0 — 3(—3) 9
ng =nNp XNng = 3:1-6-0 = 3
6(—3) — (-2) -1 16

3. El plano es 9z + 3y — 16z = d. Como contiene a (2,2,3):d=9-2+3-2—-16-3 =18 +6 — 48 = —24.
4.Asi, R: 9z + 3y — 16z = —24.

Resultado: R: 9z + 3y — 162 +24 =0

EJERCICIO 67 * % Medio IB - P1 TZ1 Mayo 2010

a) Muestre que los dos planos 7 : x +2y — 2 =1y m : ¢ + 2 = —2 son perpendiculares.

b) Encuentre la ecuacién del plano 73 que pasa por el origen y es perpendicular a 7, y 7.

1 1
a) 1. Los vectoresnormalessonn; = | 2 | yny;= [0].2.Dos planos son perpendiculares si sus normales
-1 1

lo son, es decir, sin; -ny = 0:
n-ng=1-142.04(-1)-1=0.

3. Por tanto m; L .
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b) 1. Un plano perpendicular a w; y a m tiene un vector normal perpendicular a n; y a n,. Sirve el
producto vectorial:

2-1-(-1)-0 2
nxn=|[(-1)-1-1-1| =1[-2
1-0—-2-1 —2
1
2. Podemos usar el vector proporcionalng = | —1 |, asique w3 : ¢ — y — z = d. 3. Pasa por el origen, luego
-1

d=0ym:z—y—2=0.
Resultado: a) n; - n; = 0, luego son perpendiculares. b) 3 : z — y — z = 0. Queda demostrado el apartado a).

EJERCICIO 68 * % Medio IB - P1 TZ1 Mayo 2021

Consideremos los planos II; y IT, con las siguientes ecuaciones:

II, : 3z+2y+2=6

ILh: z-2y+2=4

a) Calcular la ecuacion cartesiana del plano I3 que es perpendicular a IT; y IT, y que pasa por el origen
(0,0,0).

b) Calcular las coordenadas del punto donde se cortan IIy, IT, y IIs.

a) 1. Un plano perpendicular a II; y a II, tiene como normal un vector perpendicular a las normales n; =
(3,2,1) yny = (1,—2,1) (equivale a que su normal sea paralela a la recta de interseccién de ambos):
2:1-1-(-2) 4 2
ng =nj; Xxng = 1-1-3-1 = 21 =2]-1
3(-2)—2-1 -8 —4
2. El plano es 2z — y — 4z = d y pasa por el origen, asi que d = 0:
II3: 22 —y — 42z =0.

b) 1. Sumando las ecuaciones de II; y Il,: 4z + 2z = 10, luego z = 5 — 2z. 2. Restandolas: 2z + 4y = 2, luego

1— 1—
y = T‘T’ 3. Sustituimos en ITy: 2z — Tw — 4(5 — 2z) = 0. Multiplicando por 2: 4z — 1+ z — 40 + 16z = 0,
41 1-4 10 82 23
0 sea 2lx =41 = _—.4. Entoncesy = —2L = —— =5—-—==—.
x Ve=a1 o 2 T 21 21
41 10 23

=, =, =) ~(1,95; —0,476; 1,10).
21’ 21’ 21) ( 7957 07 76’ ) 0)

Resultado: a) I3 : 2z —y — 4z = 0; b) (
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EJERCICIO 69 %% Dificil IB - P2 Mayo 1999

Las coordenadas de los puntos P, Q, Ry S son (4,1,-1), (3,3,5), (1,0,2¢) y (1,1, 2), respectivamente.

a) Calcule el valor de ¢ para que los vectores H% y ﬁl sean perpendiculares.

Para el resto de la pregunta, use el valor de ¢ encontrado en el apartado (a) para la coordenada del punto R.
b) Encuentre ﬁ X ﬁt

c) Calcule la ecuacion de la recta I que pasa por el punto @Q y es paralela al vector ﬁ%

d) Calcule la ecuacién del plano 7 que contiene a la recta [ y pasa por el punto S.

e) Calcule la distancia mas corta del punto P al plano =.

—2 -3
— —
a) 1QR= -3 y PR = —1 |.2.Perpendiculares si el producto escalar es cero: 6 + 3 + (2¢ —
2c—5 2c+1
5)(2¢+ 1) = 0. 3. Desarrollamos: 9 + 4c? — 8¢ — 5 = 0, es decir, 4c> — 8c +4 =4(c —1)2 =0, luego ¢ = 1.
-3
Cone=1:R(1,0,2), PR= | -1
3
-3
b) .PS=[o0 | 2
3
0-3—-3-(-1) 3
PSxPR—| 3-(-3)-(-3)-3 | =[o
(=3)(=1) = 0-(=3) 3
-3 z-3 y-3
c) 1. Larecta pasa por Q(3,3,5) con vector directorﬁ = | —1]. 2. En forma continua: [ : —3 = y_l =
3 _ _
z—5
3
-2
d) 1. El plano contiene a [, asi que contiene al vectorﬁ{ (director de I). También contiene a ? =|-2],que
-3
une @ €l con S. 2. Un vector normal es
(=1)(=3) =3-(-2) 9
n=PExQS= | 3-(~2)—(=3)(-3) | =[-15

(=3)(=2) = (-1)(=2) 4
3. El plano es 9z — 15y + 4z = d. Con Q(3,3,5): d = 27 — 45 + 20 = 2. Con S(1,1,2) también: 9 — 15 + 8 = 2.

e) 1. Distancia de P(4,1,—1) al plano 9z — 15y + 4z — 2 = 0:
19-4-15-14+4-(-1)—-2| [36-15-4-2] 15

d ~ 0,836.
V92 4+ 152 4 42 V322 1/ 322
q x—3 y—3 z-5 15
Resultado: a) c=1;b) 3i+ 3k; c) I : = = ;d)m: 9z — 15y + 42 = 2; ) —— ~ 0,836
= 1 @ Y /322

Clases de matematicas online y en Aldaia - 626 09 20 80 - ecuacionganadora.com 84 /136



Ecuacion Ganadora Tel. 626 09 20 80

EJERCICIO 70 *k*x Dificil IB - P2 Mayo 2002

Los puntos A, B, C'y D tienen las siguientes coordenadas:
A(1,3,1), B(1,2,4), C(2,3,6), D(5,—2,1)

a) i) Calcule el producto vectorial AB x AC, expresando su respuesta en funcion de los vectores unitarios i, j,
k.

(ii) Halle el area del triangulo ABC.

Llamamos II al plano que contiene los puntos A, By C, y L a la recta que pasa por D y es perpendicular a II.
El punto de interseccién de Ly Il es P.

b) i) Halle la ecuacién cartesiana de II.

(ii) Halle la ecuacion cartesiana de L.

c) Halle las coordenadas de P.

d) Halle la distancia perpendicular de D a II.

0 1
a) i)1.ﬁz -1 yA_CZ: 0].2.

3 5
. (~1)-5-3-0 5
ABxAC=| 3.1-0.5 |=| 3| =-mi+3j+k
0-0—(-1)-1 1
/35

(i) Elarea es%‘ﬁxﬁ‘ = %\/25—1—94—1: —

b) i) 1. El vector E X ﬁ = (—5,3,1) es normal a II, que es de la forma —5z + 3y + z = d. 2. Con A(1,3,1):
d=-5+9+1=5.ComprobamosconB: -5+6+4=5yconC: -10+9+6=5.3.I1: -5z +3y+ 2z —
5=0.

z—5 y+2 2z-1

-5 3 1

c) 1. Puntosde L: (5—5¢t, —2+ 3t, 1 +t). 2. Sustituimos en IL: —5(5 — 5¢) + 3(—2 + 3t) + (1 + ¢) = 5, es decir,

—25+25t—6+9t+1+¢t=>5,luego35t=35yt=1.3. P(0,1,2).

(i) 1. L pasa por D(5,—2,1) y tiene como director el normal de II, (—5,3,1). 2. L :

— —
d) Ladistanciade D alles |DP|con DP = (—5,3,1): v/25 + 9 + 1 = v/35. (Con la férmula:
|—25—-6+1-5 35

= +/35.)
V35 V35
. . V35 . . -5 2 -1
Resultado:a)|)f5i+3j+k;||)g;b)l)ﬂz 5z +3y+2z—5=0;ii) L: z z :y;_ :Zl ; €) P(0,1,2);

d) V35
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EJERCICIO 71 *k*x Dificil IB - P1 TZ2 Mayo 2009

a)

b)

B(3,0,3), es de la forma z

Compruebe que una ecuacion cartesiana de la recta, Ly, a la que pertenecen los puntos A(1,—1,2) y
-1 y+1 2z-2

2 1 1

. —1 —9 _
Una ecuacion de una segunda recta, L,, es de la forma z T = y 7 = z 1 3

Compruebe que las rectas Ly y Ly se cortan, y halle las coordenadas del punto de interseccidn.

c)
d)

e)

f)

(ii)

Sabiendo que d; y d, son vectores directores de L, y L, respectivamente, determine d; x d,.
Compruebe que una ecuacién cartesiana del plano «, que contienea L, y Ly, es —z — y + 3z = 6.

Halle una ecuacion vectorial de la recta Ls, la cual es perpendicular al plano 7 y pasa por el punto

T(3,1,-4).

i) Halle el punto de interseccion de la recta L3 y el plano .

Halle las coordenadas de T", el punto simétrico de T respecto del plano .

sse . . . 4
(iii) A partir de lo anterior, halle el modulo del vector TT".

a)

b)

c)

d)

e)

f)

f)
f)

—= . L . z—1
1. AB = (2,1,1) es un vector director de Ly, que pasa por A(1,—1,2): la ecuacion continua es 7 =

1 -2 3—-1 0+1 3 -
%:zl . 2. Comprobamos con B: =1, + =1, T

2 1
esta en la recta.

= 1. Los tres cocientes valen 1, luego B

1. Paramétricas: Ly : (1+2s, —1+s,2+5)y La: (14 u, 2+ 2u, 3+ ). 2. De la primera coordenada, pu =
2s. De la segunda: —1 + s = 2+ 4s, luego s = —1y u = —2. 3. Tercera coordenada: 2+ (-1) =1y 3 +
(—2) = 1. Coinciden, asi que las rectas se cortan. 4. Punto: (1 -2, -1 —-1,2—-1) = (-1, -2, 1).

1.Cond; =(2,1,1) yds = (1,2,1):

1-1-1-2 -1
d1><d2= 1-1-2-11| = —1 :—i—j+3k
2.2-1-1 3

1. El vector (-1, —1, 3) es normal al plano que contiene a ambas rectas: —z — y + 3z = d. 2. Con A(1, —1,2):
d=-1+1+6=6.Asiquen: —z—y+32=06.
1. La recta L3 tiene como vector director el normal (—1,—1,3) y pasa por T"

3 -1
r=|1]+¢t]|-1
—4 3

i) 1. Sustituimos (3 —¢, 1 — ¢, —4 + 3t) en el plano: —(3 —¢) — (1 — t) + 3(—4 + 3t) = 6, es decir, 11t — 16 = 6,
luego ¢t = 2. 2. El punto de interseccion es (1, —1, 2).
i) 1. El punto de interseccion es el punto mediode T'y T": T" = 2(1,-1,2) — (3,1, —-4) = (-1, -3, 8).
— —
i) 1. TT' = (—4,—4,12) y |TT"| = v/16 + 16 + 144 = /176 = 4//11.
3 -1

Resultado: b) (-1, =2, 1);c) -i—j+3k;e)r=| 1 | +¢t|-1|;fi) (1, -1, 2);ii) T"(-1, —3, 8); iii) \ﬁ| =

—4 3

4+/11. Quedan comprobados los apartados a) y d).
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EJERCICIO 72 %% Dificil IB - P1 TZ1 Mayo 2014

a) Demuestre que los puntos 0O(0,0,0), A(6,0,0), B(6, —/24,/12), C(0, —+/24, +/12) forman un cuadrado.
b) Calcule las coordenadas de M, el punto medio de [OB].

c) Demuestre que una ecuacion del plano II, que contiene al cuadrado OABC, esy ++/2z = 0.

d) Halle una ecuacion vectorial de la recta L, que pasa por M y es perpendicular al plano II.

e) Encuentre las coordenadas de D, el punto de interseccion de la recta L con el plano de ecuacién y = 0.
f)  Encuentre las coordenadas de E, la reflexion del punto D en el plano II.

d) (i) Calcule el angulo ODA.

(i) Indique lo que esto le dice sobre el s6lido OABCDE.

6 0 0
a) 1. Calculamos los vectores de los lados: j =10], w =|-v24 ,A—B> =B-A=[-Vv24]|, ? =
0 V12 V12
6
— —
B—-C=10].2.Como AB = w yCB = 07, el cuadrilatero OABC es un paralelogramo. 3. Longitudes
0

de dos lados consecutivos: \Oj| =6y |@| = 1/24 + 12 = 6. Son iguales, asi que los cuatro lados miden 6.
4. Producto escalar: 07 . w =6-0+0+0=0,luego OA | OC y hay un angulo recto. 5. Un
paralelogramo con los cuatro lados iguales y un dngulo recto es un cuadrado.

O+ B 24 12
b) M= ”; = (3, —§7 g) = (3, —V6, v/3), ya que v24 = 216 y V12 = 2V/3.
6 0 0 0
¢) 1.Un vector normal al planoes 04 x 0C = |0 | x [ —v2a | = [ -6viz | = —6v12 | 1 |, porque
0 V12 —6+/24 V2

V24 = /2/12. 2. Tomamosn = | 1 |.El plano pasa por O, asi que su ecuacién es y ++/2z = 0. 3.
V2
Comprobacion: A cumple 0 + 0 = 0; C: —+/24 + 1/24/12 = 0; B: lo mismo. Queda demostrado.

d) Larecta L tiene como vector director el normal n y pasa por M:

3 0
r=|—-v6]|+¢t| 1
V3 V2

e) 1.Unpuntode Les (3, —v6+t, v3++/2t). 2. Imponemos y = 0: t = v/6. 3. Entonces z = v/3 + v2v6 =
V34 V12 = /3 + 23 = 3v/3. Luego D = (3, 0, 3v/3).

f) 1. M estaenlII (es el punto medio de [OB],y Oy B estan enII) y L es perpendicular a IT por M. Por tanto
M es el punto medio de [DE]. 2. E =2M — D = (6 — 3, —2/6 — 0, 2¢/3 — 3/3) = (3, —2v/6, —/3).

o 3 =3 _ 54 ___ DO-DA
g ()1.DO= 0 y DA = 0 ,con |DO| = |D \Z\/9+27=6.2.cosODA:T:
-3v/3 -3/3 ’

—-9+27 1 S
i 3 luego ODA = 60°.

36
(i) Eltriangulo ODA tiene |OD| = |DA| = |OA| = 6: es equilatero. Del mismo modo |DB| = |DC| =6,y E,
simétrico de D respecto de II, esta también a distancia 6 de O, A, By C. Las doce aristas del sélido
OABCDE miden 6 y todas sus caras son triangulos equilateros: es un octaedro regular.
Resultado: b) M (3, —/6,v/3); d) r = (3, —v/6,v/3) + ¢(0,1,v/2); ) D(3,0,3V3); f) E(3, -2v6, —/3); g) (i) 60°; (ii)

OABCDE es un octaedro regular. Los apartados a) y c) quedan demostrados.
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EJERCICIO 73 * k% Dificil IB - P1 TZ0 Noviembre 2018

Considere el triangulo OAB, tal que O tiene por coordenadas (0,0, 0), A tiene por coordenadas (0,1,2) y B tiene
por coordenadas (2b,0,b — 1), donde b < 0.

a) Halle, en funcién de b, la ecuacion cartesiana del plano II que contiene a este triangulo.
Sea M el punto medio del segmento de recta [OB].
b) Halle, en funcion de b, la ecuacion de la recta L que pasa por M y es perpendicular al plano II.

c) Muestre que L no corta al eje y para ningun valor negativo de b.

1-(b—1)—2-0
a) 1. Vectores del plano: OA = (0,1,2) y OB = (2b,0,b — 1). 2. Normal: OAx OB = [2-26—0-(b—1) | =
0-0—-1-2b
b—-1
4b |. 3. El plano pasa por O, asique Il : (b — 1)z + 4by — 2bz = 0.
—2b
b—1 . . .
b) 1. M= <b, 0, T) 2. L tiene la direccion del normal (b — 1,4b, —2b):
z=b+(b—-1)
L: {y=4bt teR.
b—1

2 o
T

. . -b -
c) 1. Elejey esta formado porlos puntosconz =0y z=0.2.z=0dat = 1 (se puede dividir porque b <
N - b—1  2b
0 implica b — 1 # 0). 3. Sustituimos en z = 0: — + 51
es decir 5> — 2b+ 1 = 0. 4. El discriminante es 4 — 20 = —16 < 0, asi que no tiene soluciones reales. (Otra
forma: (b — 1)2 + 4b% es una suma de cuadrados que solo seria cero conb=1y b= 0 a la vez, imposible.) 5.

No hay ningun valor de b para el que L corte al eje y; en particular, ninguno negativo.

= 0. Multiplicando por 2(b — 1): (b — 1)? + 4% = 0,

b-1
Resultado: a) IT: (b— 1)z +4by —2bz=0;b) L: 2 =b+ (b—1)t, y = 4bt, z = —5 2bt. El apartado c)
queda demostrado.
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EJERCICIO 74 *k*x Dificil IB - P1 TZ1 Mayo 2018

La siguiente figura muestra una piramide de base cuadrada con vértices en 0(0,0,0), A(1,0,0), B(1,1,0),
C(0,1,0) y D(0,0,1).

v 4 B
X

a) Encuentre la ecuacion cartesiana del plano II;, que pasa por los puntos A, By D.
La ecuacion cartesiana del plano II,, que pasa por los puntos B, CyD,esy+ 2z =1.
b) Encuentre el angulo entre las caras ABD y BCD.

El plano II3 pasa por O y es normal a la recta BD.

c) Encuentre la ecuacion cartesiana de IIs.

II3 corta AD y BD en los puntos P y Q respectivamente.

d) Muestre que P es el punto medio de AD.

e) Encuentre el area del triangulo OPQ.

1-1-0-0 1

a) 1.4B=(0,1,0)y AD = (~1,0,1). 2. Normal: AB x AD = [0-(~-1)—0-1| = [0].3.2 +2=d con
0-0—1-(-1) 1
A(1,0,0): d = 1. Comprobamoscon By D:14+0=1y0+1=1.4.1I;: z+z=1.

. 1 1 .
[0 -y _ = —. 3. El angulo entre

b) 1. Normales:n; = (1,0,1) de IT =(0,1,1) de II,. 2. cosf = = =
) n; = ( ) 1y my = ( ) 9. 2. cos il ~ 7273~ 3

los planos es 6 = 60°.

—
¢) 1.BD=D-B=(-1,-1,1) es lanormal de II3. 2. II3 pasa por O: —x —y + 2z =0,

d) 1.Unpuntode ADes (1—s, 0, s). 2. LoimponemosenIls: —(1-8)—0+s=0=2s=1=s=—.3. P

N |

(%,0, %), que es el punto medio de A(1,0,0) y D(0,0,1).

2 112
e) 1.UnpuntodeBDes(1t,lt,t).EnH3:(1t)(1t)+t0:>3t2étg.Z.Q(§,§,§>.
1 1 0.2_1.1 _1 5 B
{0 S0 I SO O O 8 O e = _1 v3_v3
3.0P x 0Q — (L] (3] =12 spas )= | .4.Area72‘ﬁx@‘fz TR
2 3 3 6

1
2
Resultado: a) II; : #+2=1;b) 60°¢c)II3: —z—y+2=20;d) P($,0,3) es el punto medio de ADy Q (3,3, 2);

e) area = v
12
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EJERCICIO 75 *k*x Dificil IB - P2 TZ2 Mayo 2017

Los puntos A, B y C tienen los siguientes vectores de posicidn con respecto al origen O.
OA = 2i+j— 2

O? =2i—-j+2k

OC =1i+3j+3k

a) Halle la ecuacién vectorial de la recta (BC).

b) Determine silas rectas (OA) y (BC) se cortan o no.

c) Halle la ecuacion cartesiana del plano II;, que pasa por C y es perpendicular a Oj
d) Muestre que la recta (BC) pertenece al plano II;.

El plano II, contiene los puntos O, Ay B, y el plano Il contiene a los puntos O, Ay C.

e) Verifique que 2j + k es perpendicular al plano II,.

f)  Halle un vector que sea perpendicular al plano II;.

g) Halle el angulo agudo entre los planos II, y II;.

a) 1.%2073:(172,3+1,372):(71,4,1).2.TomandoBcomopunto:r: -1l +Xx| 4], Xx€

R.

2

b) 1. Larecta(OA)esr=s| 1 |.Susdirecciones (2,1,—2)y (—1,4,1) no son proporcionales, asi que no
—2

son paralelas. 2. Buscamos un punto comun: 2s =2 — A\, s = —1+4)\, —2s =2 + A. 3. Sustituyendo s =

. 4 .
—1+4Xenlaprimera: =2 +8X =2 — ), luego A = 9 ys= g 4. Comprobamos en la tercera ecuacion:
14 22 . . . .
—2s = X pero2+ A\ = 9 No coinciden. 5. El sistema no tiene solucion: las rectas no se cortan

(se cruzan).

c) 1. El vector normal es OA = (2,1,—2),asiquell; : 2z +y—2z=4d.2.PorC(1,3,3):d=2+3—-6=—1.3.
ILi: 2z24+y—224+1=0.

d 1.B(2,-1,2)estaenIl;:4—-1-44+1=0.Y C(1,3,3) también: 2+ 3 — 6+ 1 = 0. 2. Como dos puntos de la
recta (BC) estan en el plano, toda la recta esta contenida en él. (Otra forma: B € IT; y ﬁ . ﬁ =—-2+4—

2=0.)
e) 1. Unnormal de I, es ﬂ X O—B>:
2 2 (1)(2) — (-2)(-1) 0 0
1 x[-1)1=[ (-2)2)-2)(2) |=-8]=-4|2
-2 2 (2)(-1) - (1)(2) —4 1

2. Es proporcional a 2j + k, que por tanto es perpendicular a II,. (Otra forma: (2j + k) 07 =2-2=0y

(2j+k)-OB=—2+2=0)
2 1 (DB) = (=2)(3) 9
f) 1.07 X W: 1] x13]=1(-2)(1)—-(2)3)] =|-8].2.Un vector perpendicular a IT; es 9i — 8j +
-2 3 (2)(3) — (1)) 5
5k.
g) 1. Normales:ny = (0,2,1) y n3 = (9,—8,5). 2. ny - n3 = —16 + 5 = —11, |ny| = /5, |n3| = +/170. 3. cosa@ =

11 1
VBV170 /850

(valor absoluto para el angulo agudo), asi que a ~ 67,8°.
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2 -1

Resultado:a)r= | -1 | +A| 4 |;b)nosecortan;c)2z+y—2z+1=0;f)9i— 8+ 5k; g) a~ 67,8 Los
2 1

apartados d) y e) son demostraciones.

EJERCICIO 76 **x* Dificil IB - P2 TZ2 Mayo 2019
El plano II; contiene a los puntos P(1,6,-7), Q(0,1,1) y R(2,0,—4).
a) Halle la ecuacidn cartesiana del plano que contienea P, Q y R.
La ecuacién cartesiana del plano Il es z — 3y — z = 3.

b) Sabiendo queII; y II; se cortan en una recta L, verifique que la ecuacion vectorial de L se puede dar
5 1
1 2
medianter=|[ 0 | +A | 1

_I _5

4 2

La ecuacion cartesiana del plano II3 es ax + by + cz = 1.

c) Sabiendo que II3 es paralelo a la recta L, muestre que a + 2b — 5¢ = 0.
Considere el caso en el que I3 contiene a L.

d) (i) Muestre que 5a — 7c = 4.

(ii) Sabiendo que II; esta igual de inclinado hacia II; que hacia II,, determine dos ecuaciones cartesianas
posibles y distintas para IIs.

(=5)(3) — (8)(—6) 33 3
a) 1.PQ=(-1,-58)yPE=(1,-6,3).2 Normal: PQ x PE= | (8)(1)— (-1)3) |=[11]=11(1].3.
1

(=1)(=6) — (=5)(1) 11
El planoes 3z +y+ 2z =d. Por P:d=3+6 — 7= 2. Comprobamoscon Q:0+1+1=2ycon R: 6+ 0 —
=2.41I,: 3z+y+z=2.

b) 1.Elpunto (2,0,—I)estdenIl;: 2 +0—-1=2yenIl,: 2 -0+ =32 Elvector (3,1,—32) es paralelo a
ambos planos: 3 +1—3 =0y 3 —3+ 3 = 0. 3. Un punto comun y una direccion paralela a los dos
planos determinan la recta de interseccion: la ecuacién dada es correcta.

c) 1.1l es paralelo a L si sunormal (a, b, c) es perpendicular a la direccién de L. 2. (a,b,¢) - (3,1,—2) =0, es
decir, § +b — % = 0. Multiplicando por 2: a + 2b — 5¢ = 0.

d) () 1. SiIl; contiene a L, el punto (3,0, —7) de L estd en IT;: 3¢ — & = 1. 2. Multiplicando por 4: 5a — 7c = 4.

n-ng|

(ii) 1. Estar igual de inclinado hacia II; que hacia II, significa que forma el mismo angulo con ambos: |
n| in;

BB o n = (a,b,) i = (3,1,1) y my = (1, -3, ~1). 2. Como [ny| = fng| — VT, queda [3a + b+ ¢| —

|n|[ny|
|a — 3b —¢|. 3. Primer caso, 3a +b+c=a—3b—c:a+2b+c=0.Junto con a + 2b — 5¢ = 0 (apartado c) se
obtiene 6¢ =0,c =0y a = —2b. Entonces 5a =4 daa = ‘é, b= —%. 4. Segundo caso, 3a+b+c= —(a —

3b—c): 4a — 2b = 0, es decir, b = 2a. Con a + 2b — 5¢ = 0 se obtiene 5a — 5¢ = 0, ¢ = a. Entonces 5a — 7a = 4

4 2
daa=—-2,b=—4,c= —2.5. Los dos planos son gw — Ey =1,esdecir,dx — 2y =5,y -2z — 4y — 2z = 1.

Resultado: a) 3z +y+ 2z =2;d) (ii) II3: 4o — 2y =5y Il3: —2z — 4y — 2z = 1. Los apartados b), c) y d) (i)
son demostraciones.
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EJERCICIO 77 *x k% Dificil IB - P2 TZ1 Mayo 2004

a) Elpunto P(1,2,11) se encuentra en el plano 7. El vector 3i — 4j + k es perpendicular a 7;. Encuentre la
ecuacion cartesiana de 7.

b) El plano m, tiene una ecuacion z + 3y — z = —4.
(i) Demostrar que el punto P también esta en el plano .
(ii) Encuentre una ecuacion vectorial de la recta de interseccién de m; y m,.

c) Calcule el angulo agudo entre m; y ms.

a) 1. Lanormales (3,—4,1),luegom : 3z —4y+ 2z =d. 2. Como P(1,2,11) e m:d=3—-8+11=6.3. 71 :
3z —4y+ 2z =6.

b) (i) 1. Sustituimos P enmy:1+3-2 — 11 = —4. Se cumple, asi que P € .

(ii) 1. Larecta de interseccion pasa por P (esta en los dos planos) y es perpendicular a las dos normales,
(3,—4,1) y (1,3,—1). Su direccion es

3 1 (—4)(-1)—1-3 1
4| x| 3]|=] 1-1-3(-1) |=|4
1 -1 3-3—(-4)-1 13
2. Una ecuacion vectorial es
1 1
r=|2)+t] 4
11 13

c) 1. Elangulo agudo entre los planos es el angulo agudo entre sus normales:
_3-14(—4)-341-(=1)] 10

cos 6 ~ 0,5913.
V26 v11 V286
10
2.0 = arccos —— ~ 53,7°.
/286
1 1
Resultado: (a) my: 3z —4dy+2—-6=0; (b)(ii)r=| 2 | +¢| 4 |; (c) 6 = 53,7°. El apartado (b)(i)
11 13
queda comprobado.
EJERCICIO 78 *xx Dificil IB - P2 TZ1 Mayo 2005
6
Un plano  tiene la ecuaciénr - | 5 | = 15.
4

a) Un punto P(p, —p,p) se encuentra en el plano m; y @ es el punto donde el plano m; corta al eje y.
(i) Calcule las coordenadas de Py de Q.

(ii) Muestre que w es paralelo al vector u, dondeu =i — 2j + k.

b) Otro plano 7 corta a m; en la recta (PQ). El punto T'(1,0, —1) se encuentra en ms.

(i) Encuentre la ecuacion de 7y, dando su respuesta en la forma Az + By + Cz+ D = 0.

(ii) Encuentre el angulo entre 71 y ms.
La ecuacioén de m; es 6z + 5y + 4z = 15.

a) (i) 1. Para P(p, —p,p): 6p — 5p + 4p = 15 = 5p = 15 = p = 3. Asi, P(3, -3, 3). 2. El eje y son los puntos
(0,,0). En my: 5y = 15 = y = 3. Asi, Q(0, 3,0).
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-3 1
i) .P0=Q-P=|6|=-3(-2]=—3u 2 Esunmatiplo de u, luego PQ | u.
-3 1
b) (i) 1. El plano 7, contiene a la recta PQ (direccion u) y al punto T. Con Q(0,3,0) y T'(1,0,—1), un segundo
vector del plano es @’) = (1,-3,-1). 2. Lanormal de 75 es
1 1 (—=2)(-1) —1-(-3) 5
uxQl=[-2|x[-3]= 1-1-1.(-1) |={2
1 -1 1-(-3)—(-2)-1 —1l
3. Entonces my: 5z +2y — 2+ D =0.Como T'(1,0,-1) € m:5+0+1+D=0=D = —6.4.my: 5z + 2y —
z — 6 = 0. Comprobacioncon P:15—-6—-3—-6=0,ycon@:0+6 —-0—6=0.
(ii) 1. El dangulo entre los planos es el que forman sus normales (6,5,4) y (5,2, —1):
130 + 10 — 4| 36
cosf = =
VITV30 V2310

~ 0,7490.

2. 0 = arccos _36 ~ 41,5°.

V2310
Resultado: (a)(i) P(3,—-3,3), Q(0,3,0); (b)(i) m : bz + 2y — z — 6 = 0; (b)(ii) 6 ~ 41,5°. El apartado (a)(ii)
queda comprobado.

EJERCICIO 79 *xkx Dificil IB - P2 TZ1 Mayo 2007

Dos planos m; y m» estan representados por las ecuaciones

3 -2 2
m:r=|1]+A|l 2 |+upll mo:2x —y—2z=4.
5 3 0
-2 2
a) ()Calcule | 2 | x |1
3 0

(ii) Muestre que la ecuacioén de m; se puede escribir como z — 2y + 2z = 11.
b) Muestre que el plano m; es perpendicular a ms.

c) Larectal; eslarecta de interseccidon de 71 y ms. Encuentre la ecuacion de [;, dando su respuesta en
forma paramétrica.

d) Larectal, es paralela a ambos m; y m, Y pasa por P(3,—5,—1). Encuentre una ecuacion para I, en
forma cartesiana.

e) Sea Q el pie de la perpendicular desde P al plano .
(i) Encuentre las coordenadas de Q.
(i) Calcule PQ.

a) (i) 1. Aplicamos la férmula del producto vectorial:

—2 2 2:-0—-3-1 -3
2 | x[1]=(3-2-(-2)-0]=]| 6 | =—3i+6j— 6k
3 0 (=2)-1-2-2 —6
(ii) 1. Este vector es perpendicular a los dos vectores de direccion del plano, asi que es normal a ;. Un vector
1
normal mas sencillo es | —2 | (dividiendo entre —3). 2. Entonces 71 : x — 2y + 2z = d. Como pasa por
2
(3,1,5):d =3 —2+10 = 11. 3. Por tanto m; : « — 2y + 2z = 11.
1 2
b) 1. Lasnormalessonni=|—-2|yno=|-1].2.n1-n2=2+2—4=0, luego los planos
2 —2

son perpendiculares.
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c) 1. Los puntos de l; cumplen las dos ecuaciones a la vez:
T —2y+ 2z =11, 20 —y—2z2=4.
2. Sumandolas se elimina z: 3z — 3y = 15, es decir, y = x — 5. 3. Tomamos = = ¢t como parametro: y = —5 +

t. Sustituyendo en la primera: t — 2(—5 + t) + 2z = 11, de donde 2z = 1+t y z = § + 1t. 4. Ecuaciones
paramétricas de I;:

T =t, y=-—-5+t, z:%—l—%t.

d) 1. Una recta paralela a dos planos tiene como direccion un vector perpendicular a las dos normales:

(=2)(=2) —2-(-1) 6 2
mxmy=| 2.2-1-(=2) |=|(6]] (2
1-(-1)—(-2)-2 3 1

2. Pasa por P(3,—5,—1), asi que su ecuacion cartesiana es
z—-3 y+5 z+1
2 2 1

3 2
e) (i) 1. Larecta que pasa por Py es perpendicular a m, tiene direccionny:r= | -5 | +s | -1 ]. 2.
-1 -2
Imponemos que el punto esté en m: 2(3 + 2s) — (—5 — s) — 2(—1 — 2s) =4, esdecir,6 + 4s +5+s+2 +
4s=4,0seal3+9s=4ys=-1.3.Q=(3-2, -5+1, -1+2) = (1,-4,1).

(ii) ‘I.@:snz cons=—1,luego PQ = |-1|-|nz2| =v4+1+4=3.
z—3

Resultado: a) (i) —3i + 6j — 6k; (i) 2 — 2y + 22 =11.b)n; -my =0.C)z =¢t, y=—5+¢, z =5 + 1t. d) =

y+5 z+1 . "
=70 Q(1,—4,1); (i) PQ = 3.
EJERCICIO 88 %% Dificil IB - P2 TZ2 Mayo 2007

Considere los vectoresa=i—j+k, b=i+2j+4kyc=2i—5j— k.

a) Sabiendo que ¢ = ma + nb, donde m,n € Z, halle el valor de m y de n.
b) Halle un vector unitario u que sea normal a a'y también a b.

c) Elplano 7 contiene al punto A(1,—1,1) y es normal al vector b.

El plano corta a los ejes z, y y z en los puntos L, M y N respectivamente.
(i) Halle la ecuacién cartesiana de 1.

(ii) Escriba las coordenadasde L, My N.

d) Larecta normal a w; y que pasa por el origen corta a 7; en el punto P.
(i) Halle las coordenadas de P.

(ii) A partir de lo anterior halle la distancia de 71 desde el origen.

e) Elplano m, tiene por ecuacion ¢ + 2y + 4z = 4.

Calcule el angulo que hay entre 73 y una recta paralela a a.

a) 1. Igualamos componente a componente ¢ = ma + nb:
m+n =2, —m + 2n = -5, m+ 4n = —1.

2. Sumando las dos primeras: 3n = —3, luego n = —1 y m = 3. 3. Comprobamos con la tercera: 3 + 4(—1) =
—1. Se cumple.
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b) 1. Un vector perpendicular a ay a b es su producto vectorial:

(-1)-4—1-2 —6
axb= 1-1-1-4 =1-3
1-2—(-1)-1 3
2. Sumadulo es /36 + 9 + 9 = /54 = 31/6. 3. Dividimos entre el médulo:
U U O W O
vsi\ 5 | 6\

(También vale el vector opuesto.)

c) (i) 1. Como m es normal a b, su ecuacion es z + 2y + 4z = d. 2. Pasa por A(1,—1,1):d=1-2+4=3. 3.

z+2y+42—-3=0.
(ii) 1. Corte conelejez (y=2z=0): x =3, luego L(3,0,0). 2. Corte con el eje y (z = z = 0): 2y = 3, luego

M (0,2,0). 3. Corte con el eje z (z = y = 0): 4z = 3, luego N (0,0, 3).

d) (i) 1. La recta normal por el origen es (z,y, z) = (¢, 2t,4t). 2. Sustituimos en m;: t + 4t + 16t = 3, es decir,

21t=3yt=13.3.P=(}3%7).

(ii) La distancia de ; al origen es la longitud del segmento perpendicular OP:

v21
0P| = /& + %+ =
. . - L |a-n|
e) 1. Elangulo 8 entre una recta de direccion ay el plano de normaln = | 2 | cumple sinf = W.Z.a-nf
4 al n
1-2+4=3,|aj=+3Yy|n|=+21.3. sm0—L _ 3 _ 1 luego 0 = arcsi L ~ 22,2°.
V3v21 V63 VT \ﬁ
—6
1 . ..
Resultado: a) m =3, n= —1.b)u= — | =3 |.¢) (i) z + 2y + 42 — 3 = 0; (ii) L(3,0,0), M (0,3,0), N (0,0, 3).
Vb4 |\ 3
. . V21
d) (i) P (%,%,4); (ii) — e) 0~ 22,2°.
EJERCICIO 81 *kxkx Dificil IB - P2 TZ1 Mayo 2010

Un plano « tiene una ecuacién vectorial

r = (—2i+3j — 2k) + A(2i + 3j + 2k) + p(6i — 3j + 2k).

a) Muestre que la ecuacion cartesiana del plano « es 3z + 2y — 6z = 12.

b) Elplanow cortalosejesz,yy zen A, By C, respectivamente.

Encuentre las coordenadas de A, By C.

c) Encuentre el volumen de la pirdmide OABC.

d) Encuentre el angulo entre el plano 7 y el eje z.

e) Usando lo anterior, o de otra manera, calcule la distancia desde el origen al plano .

f)  Utilizando sus respuestas de (c) y (e), encuentre el area del tridangulo ABC.

a) 1. Un vector normal es el producto vectorial de los dos vectores de direccion:

2 6 3.2-2-(-3) 12 3
3)x|-3|= 26-2.2 |=[ 8 | =4 2
2 2 2-(=3)—3-6 —24 —6

2. Entonces 7 : 3z + 2y — 6z = d. El punto (-2, 3, —2) estd en el plano: d = —6 + 6 + 12 = 12. 3. Luego 7 :

3z + 2y — 6z = 12.
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b) 1 Ejez(y=2z=0):3z=12 z =4, luego A(4,0,0). 2. Ejey (x = z = 0): 2y = 12, y = 6, luego B(0, 6,0). 3.
Eje z (z =y =0): =6z = 12, z = —2, luego C(0,0, —2).

c) 1.0A4, OBy OC son perpendiculares entre si, asi que el volumen de la pirdmide es % - 4rea de la base - altura
con base OAB y altura |OC|. 2. Areade OAB: } -4-6 =12. Altura: |0C| =2.3.V =1.12.2=38.

. 3
d) 1. El angulo 0 entre el plano y el eje z (direccién i) cumple sinf = % conn=| 2 |.2.|n|=
1 1N
—6

3 .3
V9+44+36=7yi-n=3, luegosinf = = 3.0= arcsm? ~ 25,4°.
e) 1. Distancia del origen al plano 3z + 2y — 6z — 12 = 0:
3-:0+2-0—-6-0—-12] 12
V32 422+ 6 (.
f) 1. Tomamos como base el triangulo ABC' y como altura la distancia d = 1—72 del origen al plano: V = % .
. . ’ 7
Area(ABC)-d.2.ConV =8:8=1.Area(ABC) -1 = 4 Area(ABC). 3. Area(ABC) = 8 - =14

d=

12
Resultado: a) 3z + 2y — 62 = 12. b) A(4,0,0), B(0,6,0), C(0,0,—2).c) V =8.d) § ~ 25,4°. e) — f) 14.

EJERCICIO 82 **x* Dificil IB - P2 TZ0O Noviembre 2021
Tres puntos A(3,0,0), B(0,—2,0) y C(1,1,—7) estan en el plano II;.
a) i) Calcule el vector E?) y el vector ?

(ii) Usando lo anterior, calcule la ecuacion de II; expresando su respuesta en la forma az + by + cz = d, donde
a,b,c,d € 7.

El plano II, tiene de ecuacion 3z — y + 2z = 2.

b) Larecta L es lainterseccidn de II; y II,. Verifique que la ecuacion vectorial de L se puede escribir en la
0 1
formar=|-2]+X | 1
0 -1

c) Seall; el plano 2z — 2z = 3.

La recta Ly el plano II3 se cortan en el punto P.

(i) Muestre queen P, A\ = ?1

(ii) Usando lo anterior, calcule las coordenadas de P.
d) El punto B(0,—2,0) pertenece a L.
(i) Calcule la reflexion del punto B en el plano II;.

(ii) Usando lo anterior, calcule la ecuacion vectorial de la recta formada cuando L se refleja en II;.

—3 -2
a) DAB—B-A=|-2|y4dc—c—-a=[1
0 -7
(ii) 1. Normal al plano:
(=2)(-7)—0-1 14 2
ABxAC=[0-(-2) - (-3)(-7) | = [-21| =7 -3
(=3)(1) = (=2)(-2) -7 -1
2. El plano es 2z — 3y — z = d; con A: d = 6. Comprobaciéoncon B:6ycon C:2—-3+4+7=6.3.11; : 2z —

3y —z=6.
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b) 1. El punto B(0,—2,0) estd enII; (6 = 6) y en I, (2 = 2). 2. Un punto genérico de la recta dada es (A, —2 +
A, —A).EnTIL: 22 — 3(—2+ A) — (—A) =2X+ 6 — 3\ + A = 6. Se cumple para todo A. 3. En II: 3\ — (—2 +
A) +2(—=A) =32+ 2 — X — 2X = 2. También se cumple para todo A. 4. Todos los puntos de esa recta estan
en ambos planos y su direccién no es nula; como la interseccion de dos planos no paralelos es una recta,
esarectaes L.

c) i) 1. Sustituimos el punto genérico (A, —2 + A, —X) en II3: 2\ — 2(—\) = 3. 2. Queda 4\ = 3, es decir, A = %

3 3 3 3 3 5 3
i) Conx==:P=(= —24= —=)=(=—=,-=]).
(i A 4 (4’ 2Jr4’ 4) (4’ 4’ 4)

d) i) 1. La normal de II; es (2,0, —2), paralela a (1,0, —1). La recta perpendicular a II3 por B es (s, —2, —s). 2.
3 3 3
Cortamos con II3: 2s — 2(—s) = 3, luego s = T El pie de la perpendicular es M = (— =2 ——>. 3. La

4’ 4
. s 3 3
reflexion B’ es el punto simétrico de B respectode M: B' =2M — B = (5, -2, —5).
(ii) 1. P esta en II3, asi que no cambia al reflejar. La recta reflejada pasa por Py por B'. 2. PB' =
3 3 3
271 1 3 (1 .
243 =[-2]==>1[-1].3.Recta reflejada:
_§+3 _3 4 -1
2 4 4
3 1
r=|-2]|+t]|-1
_3 -1
= 2 3 5 3 3 3
Resultado: a) ) AB = | -2 |, 40 = [ 1 |:in2e—3y—2=6;0) i) P(2,=2,-2): ) i) B (2,—2,—2); i)
4° 4" 4 2 2
0 -7
g}
5 1
r=|-2|+¢t|-1
3
= -1
Angulos entre rectas y planos
EJERCICIO 83 * Bdasico IB - P1 Noviembre 2003

Halle el angulo formado por el plano 3z — 2y + 4z = 12 y el eje z. Dé su respuesta al grado mas proximo.

1. El vector normal del plano es n = (3, —2,4), con |n| = v/9 + 4 + 16 = v29. El eje z tiene vector director

k =(0,0,1).
2. El angulo ¢ entre una recta y un plano cumple si [n- k| 4
. P sinp = —— = ——.
A n|k| /29
3. ¢ = arcsin 5 ~ 47,97° ~ 48°.
Resultado: 48°
EJERCICIO 84 * Basico IB - P2 TZO Noviembre 2014

Considere los dos planos
m:dr+2y—z=38
mz+3y+32=3

Halle el angulo que forman m; y my, aproximado al nUmero entero de grados mas proximo.

1. Los vectores normales sonn; = (4,2, —1) y n, = (1, 3,3).
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2.m;ny=4+6-3=7,|n| =21, |my| = V19.

7 7
3.cosf = = ~ 0,350, asi que 6§ ~ 69,5° con la calculadora sin redondear; al entero mas
V21v19 V399 ’
proximo, 69°.
Resultado: 69°
EJERCICIO 85 *x Basico IB - P2 TZ0O Noviembre 2016

Halle el angulo agudo entre los planos cuyas ecuacionessonz +y+2 =3y 2z — z = 2.

1. El dngulo entre dos planos es el angulo entre sus vectores normales. Los normales son n; = (1,1,1) y

n; = (270a _1)
Z.nl-n2=2+0—1:1,\n1|=\/§y|n2|:\/5.
1] 1 1
3.cosf = = ——, luego 6 = arccos — =~ 75,0°.
BB VB V5
Resultado: 6 ~ 75,0°
EJERCICIO 86 * Bésico IB - P1 Mayo 1998

Calcule el angulo agudo entre los planos 2z + 3y — z =7y 7z — y + 3z = —5, aproximando el angulo a
las décimas.

1. Vectores normales: n; = (2,3,—-1) yny, = (7, -1, 3).
2.1’11'1’12:14—3—3:8, |n1|=\/ﬁy\n2|:\/@.

8 8 8
3.cosf = = , Y por tanto 8 = arccos ~ 73,8°.
V1459 ve2e' ) P /826
Resultado: 6 ~ 73,8°
EJERCICIO 87 * Basico IB - P1 TZ0 Noviembre 2006

Las rectas L; y L, estan definidas por las ecuaciones paramétricas
Li:z=142)\ y=143)\ 2z=1-2X
Ly:x2=2—p, y=3+4p, z=4+2u

Halle el angulo entre Ly y L.

1. Los vectores directores sond; = (2,3, -1) yd, = (—1,4,2).
2. Su producto escalares 2(—1) +3-4+ (-1)-2= -2+ 12 — 2 = 8, y los médulos son |d;| = V14 y |dy| =
V21.

3. Entonces

s ~ 0,4666 = 6 = arccos 8 ~ 62,2°.

8
V1dv2l /6 76

Como el coseno es positivo, el angulo ya es agudo, que es el angulo entre las rectas.

cosf =

Resultado: 6 ~ 62,2°
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EJERCICIO 88 * Basico IB - P1 TZ2 Mayo 2007

Halle el coseno del angulo 6 que forman los planos m; y m, donde 7 tiene por ecuacion —2z +y — z =2y m
tiene por ecuacion z + 2y — z = 6.

1. Las normales sonn; = (—2,1,—1) y ny, = (1,2, —1).
2.0 my=-2+2+1=1, |my| =6y |ny| = /6.

. 1 1
3.cosf = [0 - 1| = —, de donde 6 = arccos 5 ~ 80,4°.

Iny[|ny| 6

1
Resultado: cosf = 5 (0 ~ 80,4°)

EJERCICIO 89 * Basico IB - P2 TZ1 Mayo 2008
4
Un rayo de luz procedente del punto (—1, 3,2) se desplaza en la direccién del vector | 1 | y corta al plano = :
-2
z + 3y + 2z — 24 = 0. Calcule el angulo que el rayo de luz hace con el plano.
4 1
1. La direccion delrayoesd = | 1 | ylanormal delplanoesn= |3
-2 2
. d. . .
2. El angulo 0 entre una recta y un plano cumple sinf = d—n: (es el complementario del angulo entre d y n
n

).
3.Calculamos:d-n=4+3—-4=3, |d| =21y |n| = /14
3 3 V6

= = — = 0,175.
V21V/14 V294 14

V6
5.0 = arcsin — ~ 10,1°.
arcsin 14

4. Entonces sinf =

Resultado: el rayo forma con el plano un angulo de 6 ~ 10,1°.

EJERCICIO 90 * Béasico IB - P2 TZ1 Mayo 2009

. z—1
Calcule el angulo entre las rectas

=l—-y=2zyzrz=y=3z

-1
1. Primera recta: llamamos s al valor comun, z =1l-y=2z=s.Entoncesz=1+2s,y=1-5,2=3,Vy
2 4
un vector directoresd; = | -1 | || | -2
: 1
3
2.Segundarecta:z =y =3z =udaz =u, y =u, z = ¥, con vector directord, = | 3
1
. d;-d
3. El dangulo entre dos rectas cumple cosf = s 2‘:
|dy [do]
di-dy=12-6+1=7, |di]=Vv21, [ds|=+V19.
7 7
4. cosf = = ~ 0,350, luego 6 ~ 69,5°.

V21/19 /399

7
Resultado: § = arccos —— =~ 69,5°

V399
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EJERCICIO 91  *%* Dificil IB - P2 TZ0O Noviembre 2012
Consideremos los planos m : ¢ —2y—3z=2ymy: 20—y —z = k.

a) Calcule el angulo entre los planos 71 y 7.

0
b) Los planos m; y m se cortan en la recta L,. Demuestre que la ecuacion vectorialde Ly esr = |2 -3k | +
2k — 2
1
t| 5
-3

c) Larecta L, tiene la ecuacion cartesiana b — x =y + 3 = 2 — 2z. Las rectas Ly y Ly se cortan en un punto X.
Calcule las coordenadas de X.

d) Determine una ecuacion cartesiana del plano w3 que contiene las dos rectas L; y L.

e) SeaY unpuntoen L;y Z unpunto en L, tal que XY sea perpendicular aY Z y el area del triangulo XY Z
es 3. Calcule el perimetro del tridngulo XY Z.

a) 1. Los vectores normales son n; = (1,—2,—-3) y ny = (2, —1,—1). El &ngulo entre planos es el angulo agudo

7 7
entre sus normales. 2. n; *ny =2+ 2+ 3 =7, |n;| = v14, |ny| = v/6. 3. cos = —— = —,
L ] = V14, fnsl Vits ~ Vel

40,2°.

b) 1. Punto: (0, 2 — 3k, 2k — 2) estd en m; porque —2(2 — 3k) —3(2k —2) = —4+6k—6k+6=2;yenm
porque —(2 — 3k) — (2k — 2) = =2+ 3k — 2k + 2 = k. 2. Direccién: d = (1,5,—3) cumplen; -d =1 —10 +
9=0yny,-d=2-5+3=0, asi que es paralelo a ambos planos. 3. Una recta que tiene un punto comun
con los dos planos y es paralela a ambos esta contenida en los dos; como los planos no son paralelos, esa
recta es su interseccion. Queda demostrado.

luego 0 ~

c) ’I.Ponemos5—:c:y+3:272z:s.EntonceSx:5fs,y:sf3,z:1—§.Z.UnpuntodeLles
(t, 2 — 3k + 5t, 2k — 2 — 3t). Igualando con el de L,:
t=5—s  2-3k+5t—s—3, 2k—2—3t:1—§.
3. Sustituyendot =5 —s:2 — 3k + 25 — 5s = s — 3, es decir 3k = 30 — 6s, k = 10 — 2s. Y la tercera: 2k — 2 —
15+3s:1—g,esdecir2k:18—%.4.Conk:10—2s:20—4s:18—%,dedonde2=%ys:4.
Entoncesk=2yt=1.5.X=(5-4,4-3,1-2)=(1,1,-1).
d) 1. Direcciones: d; = (1,5,—-3) yds = (-1,1, —%), o bien (—2,2,—1). 2. Normal de 73: d; x (—2,2,—1) =

5.(=1) —(=3)-2 1
(-3)(-2)—1-(-1) | =7 ].3. mpasapor X(1,1,-1):z+Ty+122=1+7—12= —4, es decirz +
1-2-5-(-2) 12

Ty+12z+4=0.
e) 1. Eltridngulo es rectangulo en Y, con Y sobre L; y Z sobre L,. El angulo en X es el angulo agudo 0 entre
11
LiyLs.2.dy-(-2,2,-1) = -2+10+3 =11, |d;| = v35, [(—2,2,—1)| = 3, luego cos§ = ——, 0 ~ 51,7°, y

335
/194 , 1
tanfd = —— =~ 1,266. 3. Seaa = XY.EntoncesYZ =atanfy XZ = L@' 4. Area: —a -atanf = 3, de
COs
66 177
— = — ~ 4,739 ~2,177.5.YZ ~2,177-1,266 ~ 2,756 y X Z ~ —
tanf  yigd o ooYemES ’ ’ (90Y 0,6198

Perimetro = 2,177 + 2,756 + 3,512 ~ 8,45.

Resultado: a) 40,2°; c) X(1,1,—1); d) = + Ty + 12z + 4 = 0; e) perimetro ~ 8,45. El apartado b)
queda demostrado.

donde a? =

~ 3,512. 6.
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EJERCICIO 92  *%% Dificil IB - P1 TZ1 Mayo 2016
Dos planos tienen por ecuaciones Il : 4z +y+2=8yIl,: 4o+ 3y —z=0.

a) Calcule el coseno del angulo formado por los dos planos en la forma \/?, donde p,q € Z.
q

Sea L la recta de interseccion de los dos planos.
-1

b) (i) Muestre que L tiene direccion | 2
2

(i) Muestre que el punto A(1,0,4) estd en ambos planos.

(iii) Escriba una ecuacion vectorial de L.

B es el punto de II; de coordenadas (a, b, 1).

c) Sabiendo que el vector A—B> es perpendicular a L calcule el valor de a y el valor de b.
d) Demuestre que AB = 3v/2.

El punto Pestaen Ly ABP = 45°.

e) Encuentre las coordenadas de las dos posiciones posibles de P.

a) 1.Normales:n; = (4,1,1) yny = (4,3,-1). 2.n; - ny = 16 + 3 — 1 = 18, |my| = V/18, |nz| = v/26. 3. cos§ =
18 V18[9
V1826 /26 13

b) (i) 1. La direccién de L es perpendicular a los dos normales, luego es n; x ny:

4 4 (1)(-1) — (1)(3) —4 -1
1l x| 3 ]=10@)-@D-1)]|=|8]|=4]| 2
1 -1 4)3)- (14 8 2
(i) 1.EnII;:4(1)+0+4 = 8. EnIIy: 4(1) + 3(0) — 4 = 0. Se cumplen ambas ecuaciones.
1 -1
(iii) 1. Con el punto Ay la direccion anterior: L: r= |0 ] +¢t| 2 |,teR.
4 2

c) 1. Bellj:4a+b+1=8, esdecir,da+b=17.2. AB = (a — 1, b, —3) perpendiculara L: —(a — 1) + 2b —
6 = 0, es decir, —a + 2b = 5. 3. De la segunda, a = 2b — 5. En la primera: 4(2b — 5) +b=7,9b=27,b=3y
a=1.

d) 1.Cona=1yb=3:AB=(0,3,-3).2. AB= 01979 — I8 = 3v2.

e) 1. PestdenL: P=A+t(—1,2,2), luego AP — t(—1,2,2) y AP = 3]t|. 2. Como AB | L, el triangulo ABP
es rectangulo en A. Con ABP = 45°, es isésceles: AP = AB = 3+/2. 3. Entonces 3|t| = 31/2, es decir, t =
+v/2.4.Parat =+/2: P = (1 —+/2, 2¢/2, 4+ 2/2). Parat = —y/2: P = (1 + /2, —21/2, 4 — 21/2).

3 1 —-1
Resultado: a) cosf = ‘/B; b) (iyr=[0]|+t| 2 |;0)a=1,b=3;e) P(1—+2,2v2,4+2V2) 0 P(1+
4 2

V2, —24/2, 4 — 24/2). Los apartados b) (i), (ii) y d) son demostraciones.
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EJERCICIO 93 *x**x Dificil IB - P1 TZ2 Mayo 2016

T—2 — ; i6
= % =z —1,donde p,q € R. Un plano II tiene por ecuacion z + y +

Una recta L tiene por ecuacion
3z=09.
a) Muestre que L no es perpendicular a II.

b) Sabiendo que L esta contenida en el plano II, halle el valor de p y el valor de gq.

1
Considere ahora un caso distinto, en el que L y II forman un angulo agudo 6, donde 6 = arcsin (ﬁ)
c) (i) Muestre que p = —2.

(ii) Si L yIIsecortan en z = —1, halle el valor de gq.

a) 1. Ladireccionde Lesd = (p,2,1) yelnormaldeIl esn = (1,1,3). 2. L L II exigiria que d y n fueran
2 1
proporcionales. Pero 1 # 3 (segunda y tercera componente), asi que no lo son. Por tanto L no es
perpendicular a II.

b) 1. LcontenidaenIlexiged -n=0:p+2+3 =0, luegop = —5. 2. Ademas el punto (2,¢,1) de L debe estar
enll:2+q¢+3=29,luego g =4.

c) (i) 1. El &ngulo entre recta y plano cumple sinf = ||(;|'| n‘l. Cond-n=p+5,|d =+vp?+5Y|n| =V11:
n

|p + 5] 1
= = |p+5/=+vp*+5.
BVl Vil lp+5]=+p

2. Elevamos al cuadrado: p? + 10p + 25 = p> + 5, luego 10p = —20y p = —2.

(ii) 1. Seaz—1 = p el valor comun de las fracciones. Con z = —1resulta y = —2. 2. Entonces z =2+ pu =2 +
4=6ey=q+2u=q—4.3. Elpunto (6, g—4, —1)estdenIl:6+q—4—3 =9, luego g = 10.

Resultado: b) p = —5, ¢ = 4; c) (ii) ¢ = 10. Los apartados a) y c) (i) son demostraciones.

EJERCICIO 94 * k% Dificil IB - P1 TZ0 Noviembre 2005

y—2 z+1
2
Calcule el angulo entre la recta y su imagen. Exprese su respuesta en radianes.

r—1 .
Larecta = sereflejaenelplanoz +y+2z=1.

1. La recta tiene direccion d = (1, 2,2) y el plano tiene normal n = (1,1,1).
2. Al reflejar en el plano, la componente de d a lo largo de n cambia de signo y la componente paralela al
plano se conserva. La direccion de la imagen es

1 1 ~7/3 —7

d- 5
d=d-2"Tn= (2 —2-2 1) = [-4/3] | | -4
m| 2 1 —4/3 —4

3. Calculamos los médulos y el producto escalarde d y (-7, —4, —4):
d-d —» -7-8-8=-23, |d| = 3, [(—=7,—4,—4)| = V49 + 16 + 16 = 9.

4. Entonces
—23 23 23
cosf = 39- o = 60 = arccos (—2—7> ~ 2,59 rad.
5. Comprobacion: si ¢ es el angulo entre la recta y el plano, sin ¢ = Clow] _ 8§ y el angulo entre la recta
' ' [d[[n|]  3v3

. .5
y su imagen es 2¢ = 2 arcsin —= =~ 2,59 rad.

3v3
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23
Resultado: 6 = arccos (_ﬁ> ~ 2,59 rad

EJERCICIO 95 *xx Dificil IB - P2 Noviembre 1998

Las ecuaciones de las rectas L, y Ly son

L;: r=1i-20j— 13k +¢(7i+ k), donde ¢ es un escalar;
z+30 y+39 2-3z
2 1 2
Las ecuaciones de los planos Py P, son P, : 6x + 3y — 2z = 12

Lg:

Py: r=22i+ A(i+]j)+ p(i— 2k), donde Ay u son escalares.
a) Calcule el producto vectorial (i +j) x (i — 2k).
b) i) Escriba dos vectores n;, n, perpendiculares a los planos P; y P, respectivamente.

(ii) Usando lo anterior, o de cualquier otra forma, calcule el angulo agudo que forman los planos aproximado a
la décima de grado mas proxima.

c) Muestre que L, es perpendicular a P;.
d) i) Calcule las coordenadas del punto de interseccion de Ly y P;.

(ii) Usando lo anterior, o de cualquier otra manera, muestre que las dos rectas y los dos planos tienen un punto
en comun.

a) 1. Desarrollamos con las componentes (1,1,0) y (1,0, —2):

1 1 1-(-2)-0-0 -2
1lx|0|]=(01-1-(-2)|=][ 2 |=-21+2j—k.
0 -2 1-0—-1-1 -1
6
b) i) 1. Lanormalde P, : 6z + 3y — 2z = 12 se lee de los coeficientes: n; = | 3 |. 2. P, esta generado por los
-2
-2
vectores i+ jyi— 2k, asi que su normal es el producto vectorial del apartado a): ny = | 2
-1
(ii) 1. El angulo entre los planos es el angulo entre sus normales (tomando el agudo):
cos o — |n1 - no| _ | — 12+ 6 + 2| _ i
|| V499 i
4
o= — =~ 79,0°.
2. a = arccos a1 ,
o ) 2-32z z-2 - .
c) 1. Ladireccion de L, es (2, 1, —5), porque 7 >=. Multiplicando por 3 se obtiene (6,3, —2). 2. Este

3
vector coincide con n;, la normal de P;. Una recta cuya direccidn es la normal de un plano es perpendicular

a ese plano.

2—2
d) i) 1. Escribimos Ly con un parametro s: x = =30+ 2s, y = —39 + s, 2 = TS 2. Sustituimos en P;:

6(730+23)+3(739+s)72-2_28:12 = —297+15s—§+%:12 = 43—93:% = s=19.
2-38
3.Elpuntoesz=-30+38=8,y=—-39+19=-20,z = —3 = —12: (8,—20,—12).

(i) 1. Ya sabemos que (8,—20,—12) estden Loyen P,.2.EnLi:z =1+ 7t =8=1t=1; entoncesy = -20y
z=—13+1= —12. Se cumple, luego estad en L;. 3. En Py: (8, —20, —12) = (22,0,0) + A(1,1,0) + u(1,0,—2).
De z: —2u=—-12= pu=6; de y: A = —20; de z: 22 — 20 + 6 = 8. Se cumple, luego esta en P,. 4. Por tanto
(8, —20,—12) pertenece a las dos rectas y a los dos planos.
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Resultado: a) —2i + 2j — k; b) n; = (6,3, —2), ny = (—2,2, —1), angulo = 79,0°; c) demostrado; d) (8, —20, —12),
punto comun de Ly, Ly, P, y Ps.

Distancias

EJERCICIO 96 * % Medio IB - P1 Noviembre 1999

Calcule la menor distancia del punto A(0,2,2) a la recta r = 5i 4+ 9j + 6k + ¢(i + 2j + 2k), donde ¢ es un escalar.

1
1. La recta pasa por B(5,9,6) con vector directord = | 2 |, de modulo [d| = v/1+4+4=3.
2

5
2.4B= 7
4
3. Producto vectorial:
7-2—4-2 6
ABxd= |4-1-5.2| = -6, ’ﬁxd’:\/36+36+ —9.
5.2-7-1 3
4. La distancia de un punto a una recta estgz&
Resultado: distancia minima = 3
EJERCICIO 97 ** Medio IB - P1 Mayo 2000

Calcule las coordenadas del puntodelarecta L: z =1— A, y =2 — 3\, z = 2 mas cercano al origen.

1. Un punto genéricode Les X(1 — A, 2 — 3, 2).

2. El punto mas cercano al origen es aquel en que O}_f es perpendicular a la recta. El vector director es d =

-1
-3
0
oxX : i 7
3.0 ~d=0.—(1—>\)—3(2—3)\):O,esdecw,—1+)\—6+9)\:0,IuegolO)\:7y)\:E,
- 7 3 21 1
4. Sustituimos:z=1——=—,y=2— — = ——, z = 2.
’ 10 107 10 10
3 1
Resultado: | —, ——,2
esultado (10, T )
EJERCICIO 98 *% Medio IB - P1 Mayo 2003

El punto A es el pie de la perpendicular trazada desde el punto (1,1,9) al plano 2z + y — z = 6. Halle las
coordenadas de A.

1. La perpendicular al plano desde Q(1,1,9) tiene como direccién el normal del plano, n = (2,1,—1): (1 +
2, 1+1t,9—t).

2. A es el punto de esa recta que esta en el plano: 2(1 +2t) + (1 +¢) — (9 — t) = 6.

3. Desarrollamos: 2+ 4t + 1+t — 9+t = 6, es decir, 6t — 6 = 6, luego t = 2.

4.A1+4,1+2,9-2)=(53,7).
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Resultado: A(5,3,7)

EJERCICIO 99 * % Medio IB - P2 TZ0 Noviembre 2013
-5 -1

La recta L; tiene por ecuacionr= | =3 | + X | 2 |.Larecta L, pasa por el origen, cortaa L; y es
2 2

perpendicular a L.
a) Halle una ecuacién vectorial de L.

b) Determine la distancia mas corta entre el origeny L.

—
a) 1. LycortaaL;enunpunto FF=(—5—X\, —3+2), 2+ 2)\)y OF es perpendicular a L,. 2. Condicion de
perpendicularidad con el vector director (-1, 2, 2):
(=5 —N(=1)+ (=3+20)(2)+(2+20)(2) =0 = 5+ A —6+4A+4+42=0 = 9A+3=0.

1 14 11 4 . . = .
3= —3 yF = (—?, —3 §>. 4. L, pasa por O con direccion OF, que es proporcional a (—14, —11,4):
—14 —14/3
r=t|-11 o bien r=t|—-11/3
4 4/3

— —

b) 1. Ladistancia mas corta del origen a L, es |OF|, pues F es el pie de la perpendicular. 2. |OF| =
1 v 333 333
=4/196 + 121 +16 = —— = 4/ — = /37.
3 3 9

Resultado: a) r = ¢ (—14, —11,4); b) d(0, L;) = +/37 ~ 6,08

EJERCICIO 100 *x*x Medio IB - P1 TZO Noviembre 2004

a) Halle la ecuacidn cartesiana del plano que contiene al origen O y a los dos puntos A(1,1,1) y B(2,-1,3).
b) Halle la distancia desde el punto C(10,5,1) al plano OAB.

1 2 (1)(3) = (1)(-1) 4
a) 1.Unnormales OAx0B=[1]x[-1]= 12)—1)3) | =|-1).2.Elplanoes4z —y—3z=d
1 3 M1 = (1)(2) -3

y pasa por el origen, asi que d = 0: 4z — y — 3z = 0. Comprobamos con B: 8 +1 — 9 = 0.
4(10) — 5 — 3(1 2
400) -5-3@)| , ,_ 3

b) 1. Distancia de un punto a un plano: d = .2.d=— ~6,28.
2 2 V16 +1+9 V26
32
Resultado: a) 4z —y — 32 =0; b) d = — ~ 6,28
V26
EJERCICIO 101 ** Medio IB - P1 TZO Noviembre 2006

Sea P el punto (1,0,—2) y sea Il el plano z + y — 2z + 3 = 0. Sea P’ el punto simétrico de P respecto al plano II.
Halle las coordenadas del punto P'.

1. La normal del plano es n = (1,1, —2). La recta perpendicular a II por P es

1 1
r= 0 )+t 1
-2 -2

2. Buscamos el pie de la perpendicular M (el punto de esa recta que esta en II):
(I+t)+t—2(—2-2t)+3=0 = 1+t+t+4+4t+3=0 = 6t+8=0 = t=—3.
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— 4 4 8) 1 4 2
3.Entonces M = (1- %, —%, -2+ 8) = (-3, -3, 2).
4. M es el punto medio de PP’, asi que P' = 2M — P
P=(-§-1,-§-03+2)=(-} -3 B)-
(Equivale a usar t = —g, el doble del parametro del pie, en la recta del paso 1.)

5 8 10

Resultado: P' | ——, ——, —

( 33 3)
EJERCICIO 102 *x*x Medio IB - P2 TZ0 Noviembre 2006

a) Larectaly pasa por el punto A(0,1,2) y es perpendicular al plano z — 4y — 3z = 0.

Halle las ecuaciones cartesianas de ;.

Tel. 626 09 20 80

b) Larectal, es paralela al; y pasa por el punto P(3,—8,—11). Halle la ecuacion vectorial de la recta I,.

c) i) El punto Q pertenece a la recta [; de forma que w es perpendicularal; y I,.
Halle las coordenadas de Q.

(ii) A partir de lo anterior, halle la distancia entre I y .

a) 1. Una recta perpendicular a un plano tiene como direccién la normal del plano: d = (1, —4, —3). 2. Pasa por

A(0,1,2):
T R e
1T -4 -3
b) 1.1, tiene la misma direccion y pasa por P(3,—8,—11):
3 1
lg - r = —8 —|— )\ —4
—11 -3

c) i)1.Unpuntodel; es Q(y, 1 —4p, 2 —3u), de modo que@ =(u—3,9—4u, 13—3u). 2. Como !y yl; son

paralelas, que ﬁ) sea perpendicular a ambas equivale a @ (1,—4,-3)=0:
(b—3)—4(9—4p) —3(13 —3u) =p—3—36+ 16 — 39 + 9 = 26p — 78 = 0.
3.Entonces =3y Q=(3,1-12,2—-9) = (3,—-11,-7).
(i) 1.PQ=Q— P =(0,-3,4). 2. La distancia entre las rectas paralelas es |@| =/0F+9+16=5.

3 1
-1 -2
Resultado:a) = = 2~ — 2= Z:p)yr = -8 | + 2 [ -4 |;0) 1) Q(3,-11,-7), ii) d(i1, 1) = 5
1~ -4 -3 i 3
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EJERCICIO 103 *%x Medio IB - P1 TZ1 Mayo 2008

Los puntos A, B, C tienen vectores de posicion i+ j + 2k, i + 2j + 3k, 3i + k respectivamente y se encuentran
en el plano .

a) Calcule

(i) el areadeltriangulo ABC;

(ii) la distancia mas corta desde C a la recta AB,;

(iii) la ecuacion cartesiana del plano .

La recta L pasa a través del origen y es normal al plano = y corta a = en el punto D.

b) Calcular

(i) las coordenadas del punto D;

(ii) la distancia de 7 al origen.

0 2
a) 1. Los puntos son A(1,1,2), B(1,2,3), C(3,0,1). Los vectores de los lados son ? =\|1]y ﬁ =|-1
1 -1
2. Su producto vectorial es
1-(-1)—1-(-1) 0
ABxAC=| 1.220-(-1) |=[2], ‘ﬁxA_d’:Ni
0-(-1)—1-2 —2

(i) El4rea del triangulo es la mitad del médulo: 4 - 2v/2 = V2.

(i) 1. El area también vale 3 |AB| h, donde h es la distancia de C alarecta ABy [AB| = /0 +1+1=+2. 2.
Entonces v2 = 1v/2h, de donde h = 2.

0 0
(iii) 1. Elvector | 2 | esnormalam;usamos | 1 |,yentoncesn:y—2z=d.2.Por A:d=1—-2= —1.Luego
-2 -1
m:y—2z=—1,esdecirby—z+1=0.
b) (i) 1. La recta L tiene la direccién de la normal y pasa por el origen: (z,y, z) = (0, s, —s). 2. Para que esté en
ms—(—s)+1=0,esdecir,2s=—-1ys=—3.3.D=(0,—1,3).

202
N ) . . 1 . 0—-0+1] 1
ii) La distancia de r al origen es |OD|=4/0+ L41—_— (Conlaféormula; —= = —.
w " 9 0D] T2 0+1+1 ﬁ)
1 2
Resultado: a) (i) v'2; (ii) 2; (iii) y — 2 + 1 = 0. b) () D (0,—3, 3); (i) ol ‘/7—

EJERCICIO 104 *%x Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2021

Las recta Ly y L, vienen dadas por las siguientes ecuaciones vectoriales, donde A, p € R.

3 2 2 1
L1:I‘1= 2 + 2| -2 Lg:!‘gz 0 +u -1
-1 2 4 1

a) Muestre que L; y L, no se cortan.

b) Halle la distancia minima entre L; y L,.

2 1
a) 1. Los vectores directores son | —2 | =2 | —1 |: las rectas son paralelas. 2. Para que se corten tendrian
2 1

que coincidir. El punto (3,2, —1) de L, estd en L, solo siexiste pcon2+pu=3, —u=2y4+p=—1.la
primera da p = 1y la segunda u = —2: es imposible. 3. Son paralelas y distintas, luego no se cortan.
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b) 1. La distancia minima entre dos rectas paralelas es la distancia de un punto de una de ellas a la otra.

1
Tomamos P(3,2,—1) € L; y Q(2,0,4) € Ly, cond = (1,-1,1). 2. Q? =12y
-5
2-1—(=5)(-1) -3
@Pxd=|( (-5))-1-1 | = -6, [@Pxd =vBi=3/6.
1-(-1)—2-1 -3

3. La distancia es

—
]prd] 3.6
d=1———"="T"=3V2~424.
|d| V3

Resultado: a) las rectas son paralelas y distintas, no se cortan; b) 3v/2 (= v/18 ~ 4,24).

EJERCICIO 105 **x*x Dificil IB - P2 Mayo 2001

El tridngulo ABC tiene los vértices en los puntos A(—1,2,3), B(—1,3,5)y C(0,-1,1).

a) Calcule el valor del angulo 8 entre los vectores E yﬁ.

b) Usando lo anterior, o de cualquier otra forma, calcule el area del triangulo ABC.

Sea L, la recta paralela a AB y que pasa por D(2,—1,0) y L, la recta paralela a AC y que pasa por E(-1,1,1).
c) i) Halle las ecuaciones de las rectas Ly y Ls.

(ii) Demuestre que L; y Ly nO se cortan.

d) Calcule la minima distancia entre L y L.

0 1
7
a) 14B=(1|yA4C=-3|.224B.-A4C=0-3—4=—7, [AB| = v5, [AC| = V4. 3. cos 0 = =
) —9 \/g\/ﬁ
——, luego 0 ~ 146,8°.
Vi
b) 1.
1-(~2) —2-(~3) 4
ABxAC=| 2-120.(—2) |=|2], ‘Exﬁ‘:\/ﬁ
0-(-3)—1-1 -1

, 1 1
2. Area = 5 21 ~ 2,29. (También: 5\/70 sin 8, con el mismo resultado.)

c) i) 1. L, pasa por D(2,—1,0) con direccion ﬁ =(0,1,2):2=2,y= -1+t z=2t. 2. Ly pasa por E(—1,1,1)
con direccién AC — (1,-3,-2);z=-1+s,y=1—-3s,z2=1—2s.

(ii) 1. Los vectores directores no son proporcionales, asi que las rectas no son paralelas. 2. Si se cortasen,
habria t y s que cumplen las tres ecuaciones alavez.Dez:2= -1+ s,luegos=3.3.Dey: -1+t =1—
9=-8,luegot=—-7.4.Dez:cont=-7,z=—14,perocon s =3, z=1— 6 = —5. No coinciden, luego las
rectas no se cortan (se cruzan).

4 -3
d) 1. Un vector perpendicular a ambas rectas es n = ﬁ X ﬁ =12 ].2 ﬁ =1 2 |. 3. Ladistancia
-1 1
> -
entre dos rectas que se cruzan es la proyeccion de DFE sobre n:
DBE-n| |-124+4-1] 9
o 1R _ _
d= = = — ~1,96.
In| V21 V21
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, V21
Resultado:a)ez146,8";b)Area:Tz2,29;c)i)L1: x=2,y=—-14+t, z2=2tyLy: z=—-14+s, y=1—
9
3s, z =1 — 2s; ii) no se cortan; d) — ~ 1,96
b /_21 b

EJERCICIO 106 *x*x Dificil IB - P2 TZ0 Noviembre 2009

-3 3
. - - z—4 y+7

Dos rectas estan definidas de la siguiente forma: Ly : r= | -4 | +A| 2 |y Lso: T =1 = —(z+3).

6 -2 N

a) Halle las coordenadas del punto A perteneciente a L; y del punto B perteneciente a L, tales que AB sea
perpendiculara L; y a Ls.

b) Halle [AB|.

c) Halle la ecuacion cartesiana del plano m que contiene a L; y que no se corta con Ls.

a) 1. Escribimos L2 en paramétricas: x =4 — 3s, y = —7 + 4s, z = —3 — s, con vector director (—3,4, —1). 2.
Un punto genéricode Ly es A = (—3 +3X, =4+ 2\, 6 —2\)yunode Lyes B = (4 —3s, —7+4s, -3 —s)

. Entonces
7—3s—3)\
AB = | —3+4s—2)
-9 —5s+2X

3.AB L L;: AB-(3,2,—2) = 0, es decir, 33 + s — 17TA = 0. 4. AB | Ly: AB - (~3,4, 1) = 0, es decir, —24 +
26s — X = 0. 5. De la primera, s = 17X — 33. En la segunda: 26(17X — 33) — A = 24, o0 sea 441\ = 882, luego
A=2ys=1.6.4=(3,0,2)y B=(1, -3, —4).
— —
b) 1. AB=(-2,-3,-6),asique |[AB|=+/4+9+36="1.
c) 1. Elplano contiene a L; y no corta a Ly, por lo que es paralelo a Ly. Sus vectores directores son (3,2, —2) y
(—3,4,—1), y un vector normal es

3 — 2.(=1) —(-2)-4 6 2
2 x| 4a|=(C23)-3-(-)]=(9]|[3
—2 -1 3.4-2.(-3) 18 6

2. El plano es 2z + 3y + 6z = d. Con el punto A(3,0,2) de Li1: d = 6 + 12 = 18. 3. Comprobamos que L2 no
estd en el plano: el punto (4, —7,—3) da 8 — 21 — 18 = —31 # 18. Como la recta es paralela al plano y no
tiene puntos en él, no se corta.

Resultado: a) A(3, 0, 2) y B(1, —3, —4); b) |AB| = 7; ¢) 2z + 3y + 6z — 18 = 0
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EJERCICIO 107 *x*x Dificil IB - P2 TZ0O Noviembre 2004

L, T +2 z—9
La ecuacion de una recta l; es 3 :'1%: 5

a) Sea M un punto de [; con pardmetro u.

Exprese las coordenadas de M en funcion de p.
b) Larectal, es paralelaal; y pasa por P(4,0,—3).
(i) Escriba una ecuacion para l,.

(ii) Exprese PM en funcion de p.

c) El vectorm es perpendicular a [;.

(i) Halle el valor de u.

(ii) Halle la distancia entre I; y I.

d) Elplano m; contieneal; y als.

Halle una ecuacién de m;, expresando la respuesta en la forma Az + By + Cz = D.
e) Elplano m tiene por ecuacién z — 5y — z = —11.

Compruebe que [; es la recta de interseccion de los planos m; y .

a) 1. Igualamos las fracciones al parametro p: z = —2 4+ 3u, y = p, 2 =9 — 2u. 2. Asi, M(—2 + 3u, p, 9 —2u).
b) i) 1. I, tiene la misma direccion (3,1, —2) y pasa por P(4,0,—3):

4 3
b:r=(0|)+¢t| 1], =443t y=t, z=-3—2t.
-3 -2
—2+3n—-14 —6+3u
(i) .PM=M-P= W = I
9—-2u+3 12 — 2u

c) i)1. PM L1, significa PM - (3,1,—2) = 0:
3(—6+3u)+p—2(12—2u) =—-18+9u+pu— 24+ 4p = 14u — 42 = 0.

2. Luego p = 3.
(i) 1.Conu=3:PM = (3,3,6). 2. Como es perpendicular a las dos rectas paralelas, su médulo es la distancia
entre ellas:

d(l, 1) = |[PM| = V94 9+ 36 = /54 = 3v6 ~ 7,35.

—
d) 1. El plano m; contiene la direccion (3,1, —2) y el vector PM = (3, 3,6), que es proporcional a (1,1,2). 2. La

normal es

3 1 1-2—(-2)-1 4 2

1| x(1]=((-2-1-3-2]=|-8] | |4

-2 2 3-1—-1-1 2 1
3.Elplanoes 2z — 4y + 2z = D. Con P(4,0,—-3):D=8—-0—-3=5.4.m : 2z — 4y + 2 =5 (equivale a —2z +
dy —z+5=0).

e) 1. Un punto de [y, por ejemplo (—2,0,9) (x = 0), cumple m;: —4 —0+9=5; y cumple my: —2—0—9 = —11.
2. La direccioén (3,1, —2) cumple los dos planos (es perpendicular a sus normales): con 71, 6 —4 — 2 =0;
conmy, 3—5+2=0. 3. Por tanto /; esta contenida en m; y en m3. Como las normales (2,—4,1) y (1, —5,—1)
no son proporcionales, los planos no son paralelos y se cortan en una Unica recta. Esa recta es [;.
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4 3 —6+3u
Resultado: a) M(—2+3p, p, 9 —2p); b)) lo: r=| 0 | +¢t| 1 |,i) PM = o ;C)i)pu=3,ii)d=
-3 —2 12 — 24
3+/6; d) 2z — 4y + z = 5; ) comprobado.
EJERCICIO 108 **x*x Dificil IB - P1 TZ1 Mayo 2011

Los puntos A(1,2,1), B(-3,1,4), C(5,—1,2) y D(5,3,7) son los vértices de un tetraedro.
a) Encuentre los vectores A43> y ﬁ

b) Encuentre la ecuacién cartesiana del plano IT que contiene la cara ABC.

c) Hallar la ecuacién vectorial de la recta que pasa por D y es perpendicular a II.
Usando lo anterior, o de otra manera, calcule la distancia mas corta de D a II.

d) (i) Calcule el area del tridngulo ABC.

(ii) Calcule el volumen del tetraedro ABCD.

e) Determine cudl de los vértices B o D esta mas cerca de su cara opuesta.

—4 4
a) E:B—A: -1 yB:C—A: -3
3 1

b) 1. Una normal al plano es

“1)-1-3-(-3 8 1
AB x AC = (3-)4—(—4)(-1) —|16] =82
(—4)(~3) — (~1) -4 16 2

2.EntoncesII:z+ 2y +2z=d,ycon A(1,2,1):d=1+4+2=7.3. I:2+2y+22—-7=0.

c) 1. Larecta por D perpendicular a II tiene la direccidn de la normal: r = ?’» +t ; . 2. La distancia de D
7 2
alles
54+2-34+2-7—-7 18
R
d) (i) El drea del tridangulo es la mitad del médulo del producto vectorial: § 186 =1.8-3=12.
16

(ii) El volumen es % - 4rea de la base - altura = % -12-6 = 24.

e) 1. Ladistancia de D a su cara opuesta ABC es 6. 2. Para B hay que calcular la distancia hp a la cara ACD.

—4 0 19
Usamos V = & Area(ACD) hg. 3. CA-| 3 y@ = (4], con CAxcp= | 20 y modulo
-1 5 —16

~ 2,26. 5.

+/361 4 400 + 256 = 1/1017. Entonces Area(ACD) = 1/1017 ~ 15,9. 4. hg = — =
( ) 2 B Area(ACD) V1017

Como 2,26 < 6, el vértice B esta mas cerca de su cara opuesta.

4 4 5 1
Resultado:a) AB= | 1|, AC = [ -3|.b)z+2y+2:—7=0.0)r= 3| +¢[2];dD,m) =6.4d) i) 12; (i)
3 1 7 2

24. e) B esta mas cerca de su cara opuesta.
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EJERCICIO 109 *x*x Dificil IB - P1 TZ1 Mayo 2015

Dos rectas I; y I, estan dadas respectivamente por las ecuaciones r; = 07 +Avyr, = O—B> + pw donde OA =
i+2j+3k,v:i+j+k,@:2i+jfk,w:ifj+2ky0eselorigen. Sea P un punto enl; y sea Q un
punto en 5.

a) Calcule PQ en funcion de Ay p.
b) Hallar el valor de Ay el valor de u para el cual w es perpendicular a los vectores de direccion de Iy y I,.
c) Usando lo anterior encuentre la distancia mas corta entre l; y .

d) Halle la ecuacion cartesiana del plano II, que contiene la recta l; y es paralelo al vector de direccién de la
recta ls.

Seaﬁzﬁ—kn(vxw).

e) Hallar el valor de n para el cual el punto T se encuentra en el plano II.
f)  Para este valor de 7, calcule ‘B—T>‘

d) Indique lo que usted nota acerca de sus respuestas a (c) y (f), y dé una interpretacion de este resultado.

a) LP=A+Av=(14+X\24X\34NyQ=B+uw=2+pm 1—p, —14+2u).2.PQ=Q—P—

1+p—2A
—1—p—A
—44+2u— A

b) 1PQ - v=0(1+p—-A)+(-1—-p—AN+(-44+2u—A)=—-442u—-32=0.2.PQ - w=0:(1+p—A)—
(-1—p—A)+2(—4+2u—A) =—6+6u—2X\ =0, es decir, \ = 3u — 3. 3. Sustituimos en la primera: —4 +
2p79u+9:0,Iuego577p:0yu:§ 4.Entonces A =2 —3= -5

o 2 a 2 L [ 18 6 (3
c) 1. Con estos valores, w =|-1- 7 + 7 =7 -6 | = = —1]. 2. La distancia mas corta entre las
—4+2+32 —-12 -2

rectas es la longitud de este segmento comun perpendicular:

‘ﬁ‘_ 9+1+4_£~321

d) 1. Lanormal deII es perpendicularavy a w:
%=1l (=0} 3
VX W= 1-1-1-2 =1-1
1-(-1)—1-1 —7
2.EntoncesII: 3z —y—2z=d,ycon A(1,2,3)€l;:d=3-2—-6=-5.3.I1: 3z —y—22+5=0.
e) 1. T=B+n(vxw)=(2+3n,1-n, —1—2n).2.Loimponemos enIL: 3(2+3n) — (1 —7n) —2(—1—27n) +
5=0,esdecir,6+9—1+n+2+4n+5=12+147=0.3.7p= -

f) BT — n(v xw), Iuego‘BT‘ nvo+1+4= \/—— \ﬁ
6\/_

g) Las dos distancias coinciden: ‘?‘ = ‘BT‘ = ——. El vector BT es perpendicular a Il y a Iz, asi que su
longitud es la distancia entre el plano Il y la recta Iy (paralela a II), que es la distancia mas corta entre [;
(contenida enII) y I5.

1+p—-A
6+/14 6+/14
Resultado:a)P&jz —1—p—X|.b)A=-¢ p= )—d3a:— —2z+5=0.¢)p= -1 f)— o)
-4+ 24— A

Ambas coinciden: es la distancia mas corta entre las dos rectas.
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Posiciones relativas e intersecciones

EJERCICIO 110 * Basico IB - P1 Mayo 1999

Encuentre las coordenadas del punto donde la recta dada por las ecuaciones paramétricas

r=2\+4
y=-A—2
z2=3\+2

corta al plano con la ecuacion 2z + 3y — z = 2.

1. Sustituimos las ecuaciones de la recta en la del plano:

2022 +4) +3(-2—2) - (3A+2) = 2.
2. Desarrollamos: 4X +8 — 3\ — 6 — 3\ — 2 = 2, es decir, =2\ = 2, luego A = —1.
3. Volvemos a las paramétricascon A= —-1l:z =2,y = -1, z = —1.

Resultado: punto de corte (2,—1,—1)

EJERCICIO 111 * Basico IB - P1 TZ1 Mayo 2004

Larectax —1 >

= % y el planor- (i+ 2j — k) = 1 se cortan en el punto P. Calcule las coordenadas de P.

1. Pasamos la recta a paramétricas igualando las tres fraccionesat:z =1+t ,y = —1+ 2t, z = 3t.
2.Elplanor- (i+2j— k) =1encoordenadas es z + 2y — z = 1.

3. Sustituimos la recta en el plano: (1 +t) + 2(—1+ 2t) — 3t = 1, es decir, 2t — 1 =1, luego ¢ = 1.
4.Cont=1l:z=2,y=1,z=3.

Resultado: P(2, 1, 3)

EJERCICIO 112 * Basico IB - P1 TZ2 Mayo 2004

Larectar =i+ k+ p(i—j+2k) y el plano 2z —y + z + 2 = 0 se cortan en el punto P. Halle las coordenadas de
P.

1. Las ecuaciones paramétricas delarectasonz =1+ pu, y = —p, 2 =1+ 2pu.
2. Sustituimos en el plano: 2(1 + p) — (—p) + (1 + 2p) +2 = 0, es decir, 5+ 5 = 0, de donde p = —1.
3.Conpu=-l:z=0,y=1,2z=—1.

Resultado: P(0, 1, —1)

EJERCICIO 113 * Basico IB - P2 TZ0O Noviembre 2015

Los tres planos cuyas ecuaciones cartesianas son2z +3y —z =11,z + 2y + 2z =3y b —y — z = 10 se cortan
en el punto P. Halle las coordenadas de P.

1. Sumamos las dos primeras ecuaciones para eliminar z: 3z + 5y = 14.

2. Sumamos la segunda y la tercera: 6z + y = 13, es decir y = 13 — 6z.

17
3. Sustituimos en 3z + 5y = 14: 3z + 65 — 30z = 14, luego —27x = —5ly z = 9
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102 15 5
4. y=13——=—=-
’ 0 ’ 5 17 30 20
5. De la segunda ecuacién, z =3 —z — 2y =3 — 9 9 = 5
6. En la Prueba 2 se comprueba resolviendo el sistema con la calculadora.
17 5 20
Resultado: P | —, -, ——
( 9’3" 9 )
EJERCICIO 114 * Bédsico IB - P1 TZ0 Noviembre 2016

Halle las coordenadas del punto de interseccion de los planos definidos por las ecuaciones z +y+2 =3, =z —
y+2=5 z+y+2z=06.

1. Restamos la primera ecuacion a la tercera: (z +y +2z) — (z +y + z) =6 — 3, luego z = 3.

2. Restamos la segunda a la primera: (z +y+2) — (z —y+2) =3—5,luego 2y = -2y y = —1.

3. Sustituimos en la primera: z —1+3 =3, asique z = 1.

4. Comprobamos en la segunda: 1 +1+3 =5y en latercera: 1 — 1+ 6 = 6. Se cumplen. (Con la CPG se
resuelve el sistema 3 x 3 directamente.)

Resultado: (1, —1, 3)

EJERCICIO 115 * Basico IB - P1 TZ2 Mayo 2016

El siguiente sistema de ecuaciones representa tres planos en el espacio.
z+3y+z=-1

z+2y—2z=15

2c+y—2=26

Halle las coordenadas del punto de interseccion de los tres planos.

1. El punto de interseccidn es la solucion del sistema. Se puede resolver con la CPG, o por eliminacion.

2. Restamos la segunda ecuacion a la primera: y + 3z = —16. (1)

3. Restamos al doble de la segunda la tercera: 2(z + 2y — 2z) — (22 +y — z) = 30 — 6, es decir, 3y — 3z = 24,
oseay—z=38.(2)

4. Restamos (2) de (1): 4z = —24, luego z = —6.

5.De (2): y = 8 + z = 2. De la primera ecuacién: z = -1 -3y —2z=-1-6+6 = —1.

6. Comprobamos en la tercera: 2(—1) + 2 — (—6) = 6. Se cumple.

Resultado: (—1, 2, —6)

EJERCICIO 116 * Basico IB - P1 TZ1 Mayo 2005

rz—3

La recta =y+1= E);_z y el plano 2z — y + 3z = 10 se cortan en el punto P.

Calcule las coordenadas de P.

1. Igualamos las tres fracciones a un pardmetros:z =3+2s, y=—-1+s, 5—2=3s=2=5 — 3s.
2. Sustituimos en el plano:
23+2s) —(-1+5)+3(5—-3s)=6+4s+1—s+15—9s =22 — 65 = 10.

3. Resolvemos: 6s = 12, luego s = 2.
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4.Volvemos alarecta:z=7,y=1,z=—1.

Resultado: P(7, 1, —1)

EJERCICIO 117 # Basico IB - P1 TZO Noviembre 2807

2

. ., . . —4 2 —6

Un plano II tiene por ecuaciénr - | —1 | = 16 y una recta [ tiene por ecuaciones z T = y;L _Z .
1 _

Compruebe que la recta [ esta contenida en el plano II.

1. El plano es 2z — y + z = 16, con normal n = (2, —1,1). La recta pasa por (4, —2,6) y tiene direccién d =
(-1,2,4).

2. Para que la recta esté contenida en el plano hacen falta dos cosas: que un punto de la recta esté en el
plano y que la direccion sea perpendicular a la normal.

3.Punto:2-4—(—2)+6 =8+ 2+ 6 = 16. El punto (4, —2,6) estd en II.

4. Direccion: d -n = (—1)(2) +2(—1)+4-1= -2 —2+4 = 0. La recta es paralela al plano.

5. Una recta paralela a un plano que tiene un punto en él esta contenida en el plano.

Queda demostrado.

EJERCICIO 118 * % Medio IB - P2 TZ2 Mayo 2010

Los tres planos
2 — 2y —z=3
4z + by — 2z = -3
3z +4y —3z2= -7
se cortan en un punto de coordenadas (a, b, ¢).
a) Halleelvalordea,byec.
b) Las ecuaciones de otros tres planos son:
20 —4y — 3z =4
—x+ 3y + 5z = -2
3 —5y—2=6

Halle una ecuacion vectorial de la recta de interseccion de estos tres planos.

a) 1. Eliminamos z. Restamos a la segunda ecuacion el doble de la primera: (4z + 5y — 2z) — 2(2z — 2y — z) =
—3 — 6, es decir, 9y = —9, luego y = —1. 2. Eliminamos también z entre la primera y la tercera: 2 - (3z + 4y —
32)—3- (22 —2y—2)=2-(-7)—3-3,esdecir, 14y — 3z = —23. 3. Cony = —1: —14 — 3z = —23, luego z =
3. 4. De la primera ecuacion: 2z + 2 — 3 = 3, luego z = 2. 5. En la Prueba 2 el sistema también se resuelve
directamente con la CPG.

b) 1. Sumamos a la primera ecuacion el doble de la segunda: (2z — 4y — 3z) + 2(—z + 3y + 52) =4+ 2(-2), es

decir, 2y + 7z =0, luego y = —72—Z. 2. De la segunda ecuacion: ¢ = 3y + 5z + 2 = —TZ +5z+2=2-— 1;—Z
3. Comprobamos con la tercera: 3z — 5y — 2z = 6 — % + 32—'2 — z = 6, que se cumple para todo z. Los tres
planos comparten una recta. 4. Tomamos z = 2t: ¢ =2 — 11t, y = —7t, z = 2t.
2 —11
Resultado:a) a =2,b=—-1,¢=3;b)r= |0 ]| +¢t| —7
0 2
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EJERCICIO 119 *%x Medio IB - P1 Mayo 2001

Calcule la ecuacion de la recta de interseccion de los dos planos —4z +y+ 2= -2y 3z —y + 2z = —1.

—4 3
1. Un vector director de la recta es perpendicular a los dos vectores normalesn; = | 1 | yn, = [ —1
1 2

1-2—-1-(-1) 3

d:nlxn2: 13*(*4)2 = |11

(-4)(-1)—-1-3 1

2. Buscamos un punto comun. Con z = 0: —4z +y = —2y 3z —y = —1. Sumandolas, —z = —3, luego = = 3
e y = 10. El punto es (3,10, 0).

3. Comprobamos en los dos planos: =12+ 10 = -2y 9 — 10 = —1. Correcto.

4. Con z = t obtenemos unas ecuaciones paramétricas.

Resultado: ¢ =3+ 3¢, y =10+ 11¢, z =t

EJERCICIO 120 * % Medio IB - P1 Noviembre 2002

Halle una ecuacion de la recta de interseccion de los siguientes planos
z+2y—32=2
2¢ +3y —52=23

1. El vector director es perpendicular a los dos vectores normales (1,2,-3) y (2,3, —5):

2. (=5)— (-3)-3 1
d=|[(-3)-2-1-(-5)| =[-1],
1.3-2.2 ~1

y usamos el vector proporcional (1,1, 1).

2. Buscamos un punto comun. Con z = 0:  + 2y = 2y 2z + 3y = 3. De la primera, z =2 — 2y; en la
segunda, 4 — 4y + 3y = 3, luego y = 1y z = 0. El punto es (0, 1,0).

3. Comprobamos: 0+ 2 =2y 0+ 3 = 3. Correcto.

. r y—1 =z
4. Larecta, en forma continua, es — = —— = —.
1 1 1
r y—1 =z
Resultado: — = —— = -
1 1 1
EJERCICIO 121 *x*x Medio IB - P1 Mayo 2002

Las ecuaciones vectoriales de las rectas L; y L, son
Li:r=i+j+k+Ai+2j+3k)
Ly: r=1i+4j+5k+ p(2i+j+ 2k)

Las dos rectas se cortan en el punto P. Halle el vector de posicion de P.

1. Igualamos las coordenadas de los puntos de las dos rectas: (1 + A, 1 +2X\, 1+3X\) = (1 +2u, 4+ p, 5+
2u).

2. De la primera: A = 2u.

3.Delasegunda: 1 +4p =4+ py, luegop=1y A= 2.

4. Comprobamos enlatercera:1+3-2=7y5+2-1=7.Se cumple.

5.Con A =2: P(3,5,7).
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3
—
Resultado: OP = | 5
7
EJERCICIO 122 *x* Medio IB - P1 TZO Noviembre 2010

Considere el plano cuya ecuacion es 4z — 2y — z = 1 y la recta que viene dada por las ecuaciones paramétricas
r=3-—2\

y=02k—1)+ X

z=—-14+k\

Sabiendo que la recta es perpendicular al plano, halle:

a) elvalordek.

b) las coordenadas del punto de interseccién de la recta y el plano.

a) 1. El vector director de la recta es (—2,1, k) y el vector normal del plano es (4, —2, —1). 2. Si la recta es

. —2 1 k .
perpendicular al plano, ambos vectores son paralelos: T -3 3. Las dos primeras razones valen
L luego L k= L
MO T T RV E Ty

1 A
b) 1.Conk= > larectaesz=3—-2\y=X z2=-1+ 3 2. Sustituimos en el plano: 4(3 — 2)\) — 2\ —

A . 21 8 16 8 4 5 8 3
<1+§) =1, es decir, 13 — 7)\7 1, luego A = = 3. El punto es (3 R 1+?) = (?, 2 ?).

1 5 8 3
Resultado: (a) k = 3 (b) (;, 7 ;)

EJERCICIO 123 *% Medio IB - P1 TZO Noviembre 2004

Considere los cuatro puntos A(1,4,-1), B(2,5,—2), C(5,6,3) y D(8,8,4). Halle el punto de interseccion entre las
rectas (AB) y (CD).

1. Direcciones: AB — (1,1,-1)y CD — (3,2,1).

2. Ecuaciones paramétricas: (AB): (1+s,4+s, —1—s)y (CD): (5+3t, 6 +2t, 3+1).

3. Igualamos las dos primeras coordenadas: 1 +s=5+3ty4+ s =6 + 2t. Restando: 3=1—t¢, luego t =
—2, y entonces s = —2.

4. Comprobamos la tercera coordenada: —1 — s =1y 3 + ¢ = 1. Coinciden, asi que las rectas se cortan.

5. El punto se obtienecons=—-2:(1-2,4—-2, —1+4+2) =(-1,2,1).

Resultado: (-1, 2, 1)
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EJERCICIO 124 *%x Medio IB - P1 TZ0 Noviembre 2016

Considere las rectas [; y s definidas mediante

-3 1
6 — -2
Lh:r=|—-2|+84]|yl: 3m:yT:1fzdondeaesunaconstante.
a 2

Sabiendo que las rectas I y I, se cortan en un punto P,
a) halle el valor de a;

b) determine las coordenadas del punto de interseccién P.

6 — -2
a) 1. Escribimos l; en paramétricas con 3 T_ yT =1l—z=puax=6—-3u,y=2+4u,z=1—pu.2.Un
punto del; es (-3 + 3, —2+ 48, a+ 28). lgualamos coordenadas:
-3+ 8=6—3u, —2+448 =2+ 4y, a+28=1-—p.

3.Delasegunda: =1+ pu.Enlaprimera: =3+ 1+pu=6—3u,4p=8, p=2y B =3. 4. Enlatercera:a +
6=1—-2=-1,luegoa=—T.

b) 1.Conp=2enl:z=6—-6=0,y=2+8=10,2=1—2= —1.2. Comprobamos conl; (8 =3): (-3 +
3, —2+12, -7+ 6) = (0,10, —1).

Resultado: a) a = —7; b) P(0, 10, —1)

EJERCICIO 125 *%x Medio IB - P2 Noviembre 1997

Considere las rectas L, y L, dadas por las ecuaciones
22 1oy z 2+2

3 2 4 2t T2
a) Muestre que el vector —2i + 11j + 7k es perpendicular a las rectas Ly y Ls.

L: =y—1=2-2

b) Muestre que L, y L, no se cortan.

c) Calcule la ecuacién del plano que contiene a L, y es paralelo a L.

Dé su respuesta en la forma az + by + cz = d.

a) 1. Direccién de L;: igualando las fracciones a s, z =2+ 3s,y = 1 — 2s, z = 4s, luego d; = (3,—2,4) y pasa
por (2,1,0). 2. Direccién de Ly: igualandoat,z = —2+2t,y=1+1t,2=2—t, luegod, = (2,1,—1) y pasa
por (—2,1,2). 3. (—2,11,7) - (3,-2,4) = -6 —22+28 =0y (-2,11,7)- (2,1,-1) = —4+11 - 7=0.Es
perpendicular a ambas rectas.

b) 1. Las direcciones (3,—2,4) y (2,1, —1) no son proporcionales, asi que las rectas no son paralelas. 2.

Buscamos un punto comun: 2 +3s=—-2+2t, 1 —2s=1+1t, 4s =2 —t. 3. De la segunda, t = —2s. En la

. 4 1 .
primera: 2 + 3s = —2 — 4s, luego s = —= yt= ; 4. En la tercera: 4s = —76 y2—t= g No coinciden. 5. El
sistema no tiene solucién: las rectas no se cortan.

c) 1. Elplano contiene a L, y es paralelo a L, asi que sus vectores directores son d; y d;. Un normal es d; x
dy, y por el apartado a) puede tomarse n = (—2,11,7). 2. El plano es —2z + 11y + 7z = d. Pasa por (2,1, 0)
deLi:d=-4+11=7.3. =2z + 11y + 7z = 7. Comprobamos con otro punto de L;, (5,—1,4): =10 — 11 +
28=T.

Resultado: c) —2z + 11y + 7z = 7. Los apartados a) y b) son demostraciones.
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EJERCICIO 126 % Medio IB - P1 TZO Noviembre 2007
4 1 2 0

Las rectas l; y I, tienen por ecuacionesr; = (3| +A| 5 |yro=|—-1] +u | 2 | respectivamente, donde
0 -2 3 -3

Ay p son parametros.
a) Compruebe que [; pasa por el punto (2, —7,4).

b) Determine silas rectas i, y I, se cortan.

a) 1. Un punto esta en [; si existe un A que reproduce sus tres coordenadas:
4+X=2, 3+5A=-T1, -2\ =4.

2. La primera da A = —2, y ese valor cumple también la segunda (3 — 10 = —7) y la tercera (-2 - (—2) = 4).
3. Luego (2, —7,4) pertenece a l;.

b) 1. Igualamos las coordenadas de un punto de I; y uno de ls:

44X1=2
345 =—1+2u
—2X=3-3u

2. De la primera, A = —2. Sustituyendo en la segunda: 3 — 10 = —1 + 2y, de donde p = —3. 3. Comprobamos
en la tercera: el primer miembro vale —2 - (—2) = 4y el segundo 3 — 3 - (—3) = 12. No coinciden. 4. El
sistema no tiene solucidn, asi que las rectas no tienen ningun punto comun.

Resultado: a) A = —2 da el punto (2, —7,4). b) Las rectas no se cortan.

EJERCICIO 127 * % Medio IB - P2 TZ1 Mayo 2008

Encuentre la ecuacion vectorial de la recta de interseccion de los tres planos representados por el siguiente
sistema de ecuaciones.
20 —Ty+52z=1
6z +3y—z=-1
—14z — 23y + 132 =5

1. Usamos z como parametro y despejamos z e y con las dos primeras ecuaciones. De la segunda, z =
6x 4+ 3y + 1.

2. Sustituimos en la primera: 2z — 7y + 5(6z + 3y + 1) = 1, es decir, 32z + 8y = —4, 0 sea 8z + 2y = —1.

3. Sustituimos en la tercera: —14z — 23y + 13(6x + 3y + 1) = 5, es decir, 64z + 16y = —8, 0 sea 8z + 2y = —1
. Es la misma ecuacion, asi que la tercera no afade informacion y los tres planos se cortan en una recta
(el sistema es compatible indeterminado).

—1—8s

2
un punto y un vector mas cémodos, reparametrizamos con z = t.

4.Conz=s1y= = —% —4syz=06s+3 (—% — 4s) +1= —% — 6s. Es una forma valida; para tener

5.Deiz=—; — 63 obtenemos e = —— — £, yentonees » = —-- — £,y = —2 + 2, Es decir, con z = #:
W= — o B=—% 4, z=t.
6. Multiplicando el vector director por 6 (cambiando el parametro ¢ = 6u): punto (—1—12, —%, 0) y direccion
-1
4
6

7. Comprobacién del vector director: es perpendicular a las tres normales, pues 2(—1) - 7-4+5-6 =0,
6(-1)+3-4—-6=0y —14(-1)—23-4+13-6=0.
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,# -1
Resultado:r = | —5 | +¢| 4
0 6
EJERCICIO 128 *x Medio IB - P1 TZ1 Mayo 2012

Los planos 2z +3y —z=5yz —y+ 2z =k secortanenlarectabz +1=9 — 5y = —5z.

Encuentre el valor de k.

1. Todos los puntos de la recta deben estar en el segundo plano. Para obtener un punto de la recta
tomamos z = 0: 5z +1=1,luego9 -5y =1day=§y—52=1daz=—% Elpuntoes (0,%,—%).

2. Comprobamos que esta en el primer plano: 2-0+3- £ — (—31) = & + % = 5. Se cumple.

3. Imponemos que esté en el segundo plano: k=0 — & +2(-1) = -0 = —2,

4. Comprobacion con otro punto: con 5z +1=9 — 5y = —5z = u se tiene z = “T‘l, y=%%z=—%Y

entonces r —y + 2z = w‘ = —2 para cualquier u.

Resultado: £ = —2

EJERCICIO 129 *%x Medio IB - P2 TZO Noviembre 2011

Dos planos I1; y II, tienen por ecuacion 2z +y + z = 1y 3z + y — z = 2, respectivamente.
a) Halle la ecuacidn vectorial de L, la recta de interseccién de II; y Ila.
b) Compruebe que el plano II3, que es perpendicular a IT; y contiene a L, tiene por ecuacién z — 2z = 1.

c) Elpunto P tiene coordenadas (—2,4,1), el punto @ pertenece a II3 y PQ es perpendicular a II,. Halle las
coordenadas de Q.

2 3
a) 1. Ladireccion de L es perpendicular alas dos normalesn; = (1 | yny=| 1
1 -1
1-(-1)—-1-1 -2 2
n; X ng = 13—2(—1) = 5 || )
2-1-1-3 -1 1
2. Un punto de L: con z = 0 el sistema 2z +y =1, 3z + y = 2 da (restando) z = 1y y = —1. El punto es
1 2
(1,-1,0).3.L: r=|-1])+t| -5
0 1
b) 1.1II3 contiene a L y es perpendicular a II;, asi que su normal es perpendicular a la direccién de Ly a n;
. Sirve
2 2 (-5)-1-1-1 —6 1
5| x|1]= 1-2—-2-1 =0 ][O
1 1 2:1—(-5)-2 12 —2

2. Entonces I3 : ¢ — 2z = d. Pasa por (1,—1,0), que estd en L: d = 1. 3. Por tanto I3 : z — 2z = 1, como se
queria comprobar.
c) 1. PQ es perpendicularally, luego Q@ =P +sny = (—2+3s, 4+, 1 —s). 2. Q estdenII3: (—2+ 3s) —
2(1—-s)=1,esdecir,—4+5s=1ys=1.3.Q = (1,5,0).
1 2

Resultado:a)r= | —-1]| +¢t[-5].b)II3: 2 —2z=1.¢) Q(L,5,0).
0 1
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EJERCICIO 130 *%x Medio IB - P1 TZ0 Noviembre 2012

Consideremos las siguientes ecuaciones, donde a,b € R:
z+3y+(a—1)z=1
2e+2y+(a—2)z=1
3z+y+(a—3)z=1b
a) Sicada una de estas ecuaciones define un plano, muestre que, para cualquier valor de a, los planos no se
cortan en un punto Unico.

b) Halle el valor de b para el cual la interseccion de los planos es una recta.

a) 1. Los coeficientes de las incdgnitas forman las filas F; = (1,3,a — 1), F> = (2,2,a —2) y F3 = (3,1,a — 3).
2.Secumple2F, —F; =(4—1,4—3,2a—4—a+1)=(3,1,a — 3) = F; para todo a. 3. Entonces el
determinante de la matriz de coeficientes es 0 para cualquier a (una fila es combinacion de las otras), y el
sistema nunca tiene solucion Unica: o no tiene solucion o tiene infinitas.

b) 1. Aplicamos la misma combinacién a los términos independientes: 2.1 — 1 = 1. Para que la tercera
ecuacion sea consecuencia de las dos primeras hace falta que b = 1. 2. Si b # 1, la tercera ecuacion
contradice a las otras dos y el sistema no tiene solucion (los planos no tienen ningun punto comun). 3. Si
b =1, la tercera ecuacién sobra y quedan dos ecuaciones independientes (los planos F; y F; no son
paralelos porque (1, 3) y (2,2) no son proporcionales). Dos planos no paralelos se cortan en una recta.

Resultado: a) La tercera fila es 2F, — F}, el sistema no tiene solucion Unica. b) b = 1.

EJERCICIO 131 *%x Medio IB - P1 TZ2 Mayo 2014

a) Muestre que el siguiente sistema de ecuaciones tiene infinitas soluciones.
T+y+2z=-2
3x —y+142=6
z+2y=-5
El sistema de ecuaciones representa tres planos en el espacio.

b) Halle las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de los tres planos.

a) 1. Eliminamos z de la segunda y la tercera ecuacion con la primera: F, — 3F, y F3 — Fy:
T+y+2z=-2
—4y + 8z =12
y—2z=-3
2. Multiplicamos la tercera por 4 y la sumamos a la segunda (4F3 + F3):
z+y+2z=-2
—4y + 8z =12
0=0
3. La ultima ecuacion se cumple siempre, asi que quedan dos ecuaciones independientes con tres
incégnitas: el sistema es compatible indeterminado, con infinitas soluciones.

b) 1. De —4y + 8z = 12 obtenemos y = —3 + 2z. 2. Tomamos z = t: y = —3 + 2t. De la primera ecuacion, z =
—2—y—2z=-2+43—2t— 2t =1-— 4t. 3. Ecuaciones paramétricas:
z=1—4t, y=—-3+2t, z=t.
4. Comprobacion en la tercera ecuacion original: © + 2y =1 — 4t — 6 + 4t = —5.

Resultado: a) La tercera ecuacién se anula al combinar las otras dos: infinitas soluciones. b) x =1 — 4¢, y =
-3+ 2t, z=1t.
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EJERCICIO 132 **x Medio IB - P2 TZ1 Mayo 2009

Consideremos los planos definidos por las ecuaciones z +y + 2z =2,2z —y+ 32 =2y 5z —y +az = 5 donde a
es un numero real.

a) Sia = 4 encuentra las coordenadas del punto de interseccion de los tres planos.

b) (i) Encuentre el valor de a para el cual los planos no se cortan en un punto Unico.

(ii) Para este valor de a demuestre que los tres planos no tienen ningun punto comun.

a) 1. Sumamos las dos primeras ecuaciones: 3z + 5z = 4. 2. Restamos la segunda a la tercera (con a = 4):
(bz —y+4z) — (2e —y + 32) =5 — 2, es decir 3z + z = 3. 3. Restamos esta Ultima a 3z + 5z =4: 4z =1,

1 11 11
luegoz = -.4.De 3z + 2z =3:3z = —, asi que z = —. 5. De la primera ecuacién: y =2 —z — 2z =2 —

n_l = l 6. El punto de interseccion es (E, l, 1)
12 2 12 1271274

b) (i) 1. En general, restando la segunda ecuacién a la tercera obtenemos 3z + (a — 3)z = 3. Junto con 3z +
5z = 4, al restar queda (a — 8)z = —1. 2. Si a # 8, z queda determinado y el sistema tiene solucién Unica.

Los planos no se cortan en un punto unico cuando a = 8.
(Equivalentemente, el determinante de los coeficientes es 24 — 3a, que se anula para a = 8.)

(ii) 1. Cona =8 las ecuaciones 3z + 5z =4y 3z + 5z = 3 (esta ultima sale de restar la segunda a la tercera) se
contradicen: 4 = 3 es imposible. 2. El sistema es incompatible, asi que los tres planos no tienen ningun
punto comun.

Resultado: a) (%, %, i) b) i) a = 8; ii) el sistema es incompatible, no hay ningun punto comun.

EJERCICIO 133 *%x Medio IB - P2 TZO Noviembre 2008

a) Halle el conjunto de valores k para los cuales el siguiente sistema de ecuaciones no tiene solucion
x+2y—3z=k%k
3c+y+2z2=4
524+72z=5

b) Describa la relacién geométrica que existe entre los tres planos representados por este sistema
de ecuaciones.

a) 1. Buscamos si la tercera ecuacion es combinacion lineal de las dos primeras en el lado izquierdo:
a(1,2,-3) + 6(3,1,2) = (5,0,7). De la coordenada y: 2a + 8 = 0, luego 8 = —2«. De la coordenada z: o +
38 =5,0sea —-b5a=5ya=-—1, 3 =2 Comprobamos con z: 3+ 4 = 7. Correcto. 2. Entonces el
determinante de los coeficientes es 0 y la tercera ecuacion equivale a —(1.2) + 2(2.2) en la parte izquierda.
Para que el sistema sea compatible, el lado derecho debe cumplir lo mismo: —k + 2 -4 = 5, es decir
k =3.3.Sik # 3, laecuacion 5z + 7z = 5 contradice a las otras dos (5z + 72 = 8 — k) y el sistema no
tiene solucion.

b) 1. Para k = 3: las ecuaciones tienen rango 2 y ningun par de planos es paralelo. Los tres planos pasan
por una misma recta (se cortan segun una recta). 2. Para k # 3: no hay ningun punto comun a los tres,

pero los planos no son paralelos entre si. Se cortan dos a dos segun tres rectas paralelas, formando un
prisma triangular.

Resultado: a) k # 3 (para todo k € R salvo k = 3); b) si k = 3 los tres planos se cortan segun una recta; si k # 3
no tienen ninguin punto comun y se cortan dos a dos segun rectas paralelas.
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EJERCICIO 134 *%x Medio IB - P1 TZ1 Mayo 2022

Considere los tres planos

I : 2z —y+2=4

IIy: —2y+32z=5

II3 : =92 + 3y — 2z = 32

a) Muestre que los tres planos no se cortan.

b) i) Compruebe que el punto P(1,—2,0) pertenece a II; y II,.

(ii) Calcule la ecuacion vectorial de L, la recta de interseccion de II; y II,.

c) Calcule la distancia entre Ly IIs.

a) 1. Buscamos una combinacion de II; y II, que reproduzca el lado izquierdo de IIs: —5 (22 —y + 2) + (z —
2y + 3z) = —9z + 3y — 2z. 2. Aplicando la misma combinacion al lado derecho: —5 -4 + 5 = —15. Todo punto
comun a II; y II, cumpliria entonces —9z + 3y — 2z = —15. 3. Pero II; exige —9z + 3y — 2z = 32, y —15 # 32.
El sistema es incompatible: los tres planos no tienen ningun punto comun.

b) i)II;:2-1—(—2)+0=4. Correcto. II,: 1 —2(—2) + 3 -0 = 5. Correcto.

(ii) 1. El vector director de L es perpendicular a las dos normales:

2 1 (-1)(3) — (1)(-2) -1 1
-1 x|-2|= (1)(1) - (2)(3) =|-5|=—-15
1 3 2)(=2) - (=11 -3 3
2. Con el punto P del apartado anterior:
1 1
L:r=|-2]+A|5
0 3

c) 1l.Lanormaldell;es(-9,3,-2)y(1,5,3)-(-9,3,—2) = -9+ 15 — 6 = 0: la recta es paralela al plano, y
como no se cortan (apartado a), no esta contenida en él. 2. La distancia entre L y II; es la distancia de
cualquier punto de L, por ejemplo P(1,—2,0), al plano:

]-9-1+3(-2)-2.0-32] 47 o4

d — = — ~4,85.
Vv8l+9+4 V94 2
1 1
. . . . V94
Resultado: a) el sistema es incompatible; b)ii)r= | -2 +A[5];c)d= — ~ 4,85.
0 3
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EJERCICIO 135 k%% Dificil IB - P2 TZO Noviembre 2008
3 2 1 4
Dadaslasrectasri= |2 | +m | -1 ]|yr=[|4] +n | -1
7 2 2 1

a) Compruebe que estas dos rectas se cortan y halle el punto de interseccion, A.

b) Halle la ecuacion cartesiana del plano m que contiene estas dos rectas.

-8 3
c) Sea B el punto de interseccion del planor ylarectar= | =3 | + A | 8 |. Halle las coordenadas de B.
0 2
d) SiC es el punto medio de AB, halle la ecuacién vectorial de la recta que es perpendicular al plano 7 y que

pase por C.

a) 1. Igualamos las coordenadas:
3+2m =1+44n, 2—-m=4-—n, 74+ 2m =2+ n.
2. De la segunda, n = m + 2. En la primera: 3+ 2m =1+ 4m + 8, luego m = —3 y n = —1. 3. Comprobamos

en latercera: 7+ 2(—3) =1y 2+ (—1) = 1. Se cumple, asi que las rectas se cortan. 4. Conm = —3 enry:
A=(3-6,2+3,7—6)=(-3,5,1).

b) 1. Un vector normal al plano es el producto vectorial de los vectores directores:

2 4 (=1)-1-2-(-1) 1
1| x[-1]= 2.4-2.1 — |6
2 1 2.(=1)—(~1)-4 2

2. Elplano es z + 6y + 2z =d. Con A(-3,5,1):d = -3+ 30+ 2 = 29.
c) 1. Los puntos de larecta son (—8 + 3\, —3 + 8, 2). Los sustituimos en el plano:
(—8+3)\) +6(—3+8X)+2(2)) =29 = 551 —26=29 = A=1.
2.B=(-5,5,2).

9 1+2
d) '|-ElpuntomediodeABesC_< 3-955+5 1+ )(

3 .
—4, 5, —). 2. El vector director es el normal

2 7 2 7 2 2
(1,6,2):

—4 1

r= 5 +¢t|6

3/2 2
—4 1
Resultado: a) A(—3,5,1);b) z + 6y +22—29=0;c) B(—5,5,2);d)r=| 5 | +t]|6
3/2 2
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EJERCICIO 136 %% Dificil IB - P2 TZ2 Mayo 2005
2 -2 1
a) Seam elplanodeecuacionr= 1] +A| 1 |+u|-3
1 8 -9
2 1 1
Sea m, el plano de ecuacionr= (0| +s |2 | +¢t |1
1 1 1

(i) Compruebe que A = p para los puntos comunes a 7 y 7.

(ii) A partir de lo anterior, o de cualquier otro modo, halle una ecuacion vectorial de la recta de interseccion
entre m; y ms.

b) El plano 73 contiene a la recta L _ —%1 =z + 1y es perpendicular a 3i — 2j + k.

Halle la ecuacion cartesiana de 3.

c) Halle lainterseccion entre 7y, m Yy 3.

a) i) 1. Un punto comun cumple
2-22+p=2+4+s+t, 1+ XA—3p=2s+t, 1+8A—9u=1+s+t.
2. La primera ecuacién da s +t = —2A + p y la tercera da s +t = 8\ — 9u. Igualando: —2X + p = 8\ — 9y, es
decir, 10u = 10\, luego A = pu.

a) i) 1. Con u = A los puntos de m; que estan también en 75 son

2-2X24+ X 2-)
1+A-3x | =[|1-2X
14+8X—9X 1-X

2. Resolviendo el sistema se comprueba que a cada ) le corresponden valores de sy det (cont = -1y
s =1— ), asi que todos esos puntos pertenecen a m,. La recta de interseccion es

2 -1
r=|1]+X]|-2
1 =il

b) 1. La recta tiene ecuaciones paramétricas ¢ = 2 — 3k, y = —4k, z = —1 + k: pasa por (2,0,—1) y su vector
director es (—3,—4,1). 2. Que el plano sea perpendicular al vector 3i — 2j + k significa que ese vector es
normal al plano: 3z — 2y + z = d. 3. Con el punto (2,0,—1): d =6 — 0 — 1 = 5. 4. Comprobamos que el plano
contiene a larecta: (—3,—4,1)-(3,-2,1) = -9+8+1=0.

c) 1. Sustituimos la recta de a) ii) en m3:

32-2N)—-21-20)+(1-XN)-5=6—-3A—-24+42+1-X—-5=0.

2. El resultado es 0 = 0 para todo A: toda la recta esta en w3. Los tres planos se cortan en esa recta.

2 -1
Resultado: a)ii)r= (1| + A | -2 |; b) 3z — 2y + z — 5 = 0; c) los tres planos se cortan en la recta del apartado
1 —1

a) ii).

Clases de matematicas online y en Aldaia - 626 09 20 80 - ecuacionganadora.com 125/136



Ecuacién Ganadora Tel. 626 09 20 80

EJERCICIO 137 **xx Dificil IB - P2 TZ2 Mayo 2015

Las ecuaciones de las rectas Ly y Ly son

1 -1 1 2
Li:ri=12]+AX 1 Ly:ry= |2 +u 1
2 2 4 6

a) Muestre que las rectas Ly y L, son alabeadas.
b) Halle el &ngulo agudo que forman las rectas L; y Ls.
c) (i) Halle un vector perpendicular a ambas rectas.

(ii) A partir de lo anterior, determine una ecuacion de la recta L3 que es perpendicular a L, y L, y que corta a
ambas rectas.

a) 1. Los vectores directores d; = (—1,1,2) y d; = (2, 1, 6) no son proporcionales, asi que las rectas no son
paralelas. 2. Veamos si se cortan: igualamos coordenadas,
1-A=1+ 2y, 24+ A=2+y, 242\ =4+ 6p.
3. De la primera, A = —2u; de la segunda, A = u. Entonces =0y A = 0. 4. En la tercera ecuacién queda
2 =4, que es falso. No hay punto comun. 5. Rectas que no son paralelas ni se cortan son alabeadas.

. d;-d
b) 1. El dngulo agudo entre dos rectas cumple cos = ﬁ 2.dy-dy=-2+1+12=11, |d;| =6, |[ds| =
1 2
11
V/41. 3. cos§ = ——, luego 6 ~ 45,5°.
cos \/m g
c) (i) Un vector perpendicular a ambas rectas es el producto vectorial
-1 2 1-6—-2-1 4
dixdy=|1|x|1]=[2-2-(-1)-6]=110
2 6 (-1)-1-1-2 -3

(i) 1. L tiene direccién n = (4,10, —3). Buscamos P en L; y @ en L, tales que ﬁ sea paraleloan. 2. P =
T=X24+XN2420)yQ =142y, 2+ u, 4+ 6u), asique@: u+ A p—A 24+6u—2)). 3.
Imponemos ﬁ =c(4,10,-3):

2u + X = 4, uw— A= 10c, 24 6p—2X = —3c.

14 16
4. Sumando las dos primeras, 3 = 14c, es decir p = ?c, y entonces A =y — 10c = ——c. 5. En la tercera:

32¢ 125¢ 6 32 28
2 2 _—= —_— = —2 = ——, = 00— = ——). . P =
+ 28c + 3 3¢, de donde 3 yec %5 Por tanto A 125 (y p 125) 6

(%, %, %;) estd en L; y en L3. Una ecuacién de Lj es
93/125 4 r_ 9B _w  ,_3u
r=(282/125) +s (10|,  obien 125 — 125 — 125
314/125 -3 4 10 -3
r— B _ 282 _ 314
Resultado: b) 0 ~ 45,5°; c) (i) 4i + 10j — 3k; (ii) 4125 = 10125 = ;25 . El apartado a) queda demostrado.
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EJERCICIO 138 **xx Dificil IB - P2 Noviembre 1996

(i)

Las dosrectas Ly M y el plano P vienen dados por

z—3 y+1 2z-—-2 z—6 y
L: = = M : === 1 P: —2z=4.
7 1 = — 7 z+10 T+ 3y z

a) Calcule las coordenadas del punto de interseccion de la recta L y el plano P.

b) Calcule el angulo agudo entre la recta L y P, dando su respuesta a la décima de grado mas cercana.

c) Muestre que la recta M es paralela al plano P.

d) Muestre que las rectas L y M no se cortan.

e) Calcule la distancia mas corta entre las rectas Ly M.

a) 1. Forma paramétrica de L: (3 + 2, —1 + 4¢, 2 — t). 2. Sustituimos en P: (3 +2t) + 3(—1+4t) —2(2—¢) =

1
4=16t—4=4=t= 5.3. Punto: (4, 1, g)
. . ) |dz-n|  2+12+2 16

b) 1. Direcciéonde L: d; = (2,4,—1); normal de P:n = (1,3,—2). 2. sinf =

delln] — V21VI4 294
0,933. 3. 6 ~ 68,9°.

c) 1. Direccion de M:dy = (—4,2,1) (en z + 10 el denominadores 1). 2. dy; -n=-4+6 —2=0: M es
paralela a P o esta contenida en él. 3. M pasa por (6,0,—10) y 6 + 0 + 20 = 26 +# 4: ese punto no esta en P.
Luego M es paralela a P sin estar contenida en él.

d 1.dp=(24,-1)ydy =(—4,2,1) no son proporcionales: no son paralelas. 2. Si se cortaran: 3 + 2t = 6 —
4s, —1+4t = 25,2 —t = —10+ s. 3. De la segunda, s = —% + 2¢; en la primera, 3+ 2t =6 — 4 (—% + 2t) =
8 — 8t, de donde 10t = 5, t = 3 y s = 3. 4. En la tercera ecuacion: 2 — 1 = 3 frentea —10 + 3 = — 2. No
coinciden. Las rectas no se cortan (son alabeadas).

4-1—(-1)-2
e) 1. Vector perpendicular alas dos: dy x dyr = | (—=1)(—4) — 2 1 , proporcional a (3,1, 10). 2.
2-2—-4.(— 20
IAB-(3,1,10)] [9+1— 120|
Puntos A(3,-1,2) € Ly B(6,0,—10) € M: AB = (3,1,-12).3.d = Y Lt |
1o (3,1,10)| V110
— = /110 = 10,5.
V110
Resultado: a) ) ) 68,9°; e) d(L, M) = 4/110. Los apartados c) y d) quedan demostrados.
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EJERCICIO 139  *%% Dificil IB - P2 Mayo 1998
Las ecuaciones de los planos P; y P, vienen dadas por
P:r-(3i—j+2k)=-1 Py:r-(—2i+j—5k)=4
donde r = zi + yj + zk es el vector de posicion para un punto en el plano.
a) Sea L larecta interseccién de los dos planos P, y P;.
(i) Muestre que L es paralelaa 3i+ 11j + k.
(i) Muestre que el punto A(0,—1,—1) pertenece a la recta L.
Usando esto, o de cualquier otra manera, calcule la ecuaciéon de L.
La ecuacidn de un tercer plano P; vienedadapor P;: r-(—4i+j+k) =c.

b) Determine el valor de ¢ para que los tres planos P;, P, y P; se corten y deduzca si este valor de ¢ da un
punto de interseccion o una linea de interseccion.

c) Parac=35,
(i) Muestre que el plano P; es paralelo a la recta L;

(ii) Calcule la distancia entre la recta L y el plano P;.

Las ecuaciones cartesianasson Py : 3z —y+2z=—-1,P: -2z +y—52=4y P;: —4dz+y+z=c, con

normales n; = (3,-1,2), ny = (-2,1,-5) yng = (—4,1,1).

a) i) 1. Larecta L esta en los dos planos, asi que su direccion es perpendicular a n; y a ny. Un vector con esa
propiedad es su producto vectorial:

(—1)(=5) —2-1 3
3.1—(=1)(-2) 1

2. Luego L es paralela a 3i + 11j + k.

(ii) 1. Sustituimos A(0,—1,—-1)en P;:3-0—(—1) +2(—-1) =1—-2=—1. Secumple. 2. En P,: —2-0+ (—1) —
5(—1) = =1+ 5 = 4. Se cumple. 3. Como A esta en los dos planos, A € L, y la recta pasa por A con
direccion (3,11,1):

0 3
L:r=|-1]|+¢t|11}], z=3t, y=-1+11¢t, z=—-1+1t.
-1 1

b) 1. Los tres planos tienen un punto comun si lo tiene P; con L (que es la interseccion de P y P).
Sustituimos los puntos de L en Ps:

—4(3t) + (-1 4+ 118) + (—1+¢) = —12t + 11t +t — 2 = -2,

2. El resultado no depende de t. Por tanto, —2 = c es la Unica condicion: si ¢ = —2 todos los puntos de L
estan en Ps; si ¢ # —2, ningun punto de L esta en P;. 3. Para que los tres planos se corten, ¢ = -2,y
entonces su interseccion es toda la recta L: es una linea de interseccion.

c) i) 1. Conc =5, el vector director de L cumple (3,11,1) - (—4,1,1) = -124+ 114+ 1 =0, asique L es
perpendicular a n3, es decir, paralela al plano P; o contenida en él. 2. Como A no estd en P; (da —2 #5), L
no esta contenida en P;. Por tanto L es paralela a Ps.

(i) 1. La distancia de la recta al plano es la de cualquiera de sus puntos al plano; usamos A(0,—1,—1)y P; :
—4dr+y+2—-5=0:
| =40+ (-1)+(-1)-5] 7

7
d — = —— ~1,65.
V1e+1+1 V18 342
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0 3

Resultado:a) L: r= [ —1 ] +¢ |11 |; b) ¢ = —2, los tres planos se cortan en una recta; c) d(L, P;) =
-1 1

7

— =~ 1,65

32

EJERCICIO 140 * k% Dificil IB - P2 Mayo 1997

a) Larecta L; es paralela al vector v = 3i + j + 3k y pasa por el punto (2,3,7).

Calcule la ecuacion vectorial de la recta.

b)

La ecuacién del plano, E, esta dada por 2z + 3y — 4z + 21 = 0.

Calcule el punto de interseccion de la recta L, y el plano E.

c)
d)

Calcule la ecuacién del plano que pasa por el punto (1,2, 3) y es paralelo al plano E.

Las ecuaciones paramétricas de otrarecta Ly sonz =t, y=t, z = —t, —oo <t < oo.

Muestre que

(i)
(ii)
e)
(i)
(ii)
(iii)

a)

b)

c)

d)

(ii)

e)

(ii)

L1 no es paralela a Ly;

L no cortaa Ls.

Sea O el origeny P el punto (—1,2,4).

Calcule un vector w paralelo a la recta L.

Calcule el vector ﬁ

Calcule la distancia mas corta entre las rectas L; y Ly usando la formula

‘ﬁ (v x w)‘

d=+—"—.

|v X w|

1. La recta pasa por (2,3, 7) con direccién v = (3,1, 3):

2 3
Li:r=|3]+X|1
7 3

1. Un punto genérico de L; es (2 + 3A, 3+ A, 7+ 3\). Lo sustituimos en E:
22430 +33+X) —4(7T+30)+21 =44+6A+9+3X1—-28—-121+21 =6 -3 =0.
2. Luego A =2y el punto de corte es (8, 5,13).

1. Un plano paralelo a E tiene la misma normal: 2z + 3y — 4z + D = 0. 2. Pasa por (1,2,3):2+6 — 12+ D =
0= D=4.3.Elplanoes 2z + 3y —4z+4=0.

i) 1. Las direcciones son (3,1,3) y (1,1, —1). Si fueran proporcionales, (3,1, 3) = k(1,1,—1), la primera
componente exigiria k = 3 y la segunda k = 1, lo cual es imposible. Por tanto L; no es paralela a L,.

1. Un punto comun cumpliria2 +3A=¢, 3+ A =t, 7+ 3\ = —t. 2. Delas dos primeras:2 +3A =3+ A =
A=3yt=1.3.Enlatercera: 7+ 3 = ¥ y —t = —1. No coinciden, asi que no hay solucién: L; no corta a
Ls.

1
i) 1. La direccionde Lyesw = | 1
-1
1
1.PO=0-P=|-2
—4
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(iii) 1. Calculamos

3 1 1-(-1)-3-1 —4
vxw=[1|x[1]|=(3-1-3-(-1)| =6 |, |v x w| = V56 = 21/14.
3 -1 3-1-1-1 2

2. El producto escalar es PO - (vxw)=1(—4) + (—2)(6) + (—4)(2) = —24. 3. Entonces
|—24 12 6v14

= =— = —— ~32l
2v14 V14 7
(Aqui P estden Ly, con A= —1,y O estd en Ly, cont = 0.)
2 3
Resultado:a)r= [3 | +A|1];b)(8,5,13);c) 2z +3y —42+4=0; e) i)w:(l,l,—l),ii)ﬁz(1,—2,—4),iii)
7 3
12
d=— ~3,21
V14
EJERCICIO 141 *kx Dificil IB - P2 TZ2 Mayo 2012

a) Halle los valores de k para los cuales el siguiente sistema de ecuaciones no tiene solucion y el valor de k
para el cual el sistema tiene infinitas soluciones.

T—3y+z2=3
z+by—2z=1
16y — 6z =k

b) Sabiendo que el sistema de ecuaciones se puede resolver, halle las soluciones en forma de ecuacién
vectorial de una recta, r = a + Ab, donde las componentes de b son numeros enteros.

r—4 y—6 z-—2
c) Elplano 7 es paralelo tanto a la recta del apartado (b) como a la recta 3 - 3 -0
Sabiendo que el punto (1,2,0) pertenece a w, compruebe que la ecuacion cartesiana de 7 es 16z + 24y — 11z =
64.

d) El eje z corta al plano 7 en el punto P. Halle las coordenadas de P.

z 2 y+s z el plano
= —_—= = .
! 2V p

e) Halle el angulo entre la recta

a) 1. Restamos las dos primeras ecuaciones: (z + 5y — 2z) — (z — 3y + z) = 1 — 3, es decir, 8y — 3z = —2. 2.
Multiplicando por 2: 16y — 6z = —4. 3. La tercera ecuacion dice 16y — 6z = k. Si k # —4 contradice a la
anterior y el sistema no tiene solucion. Si k = —4 la tercera es consecuencia de las otras dos y quedan dos
ecuaciones con tres incognitas: infinitas soluciones.

b) 1.Conk = —4elsistemaequivaleaz —3y+2z=3y8y—3z=—-2.2. Tomamos z =ty = % 8 m=
9t —6 18+t t
3+3y—2z=3+ = - t= T+ 4. Entonces (z,y,2) = (4, —1,0) + 5(1,3, 8). Tomando A = &:
9
I 1
r= —i +A13
0 8
1 3
c) 1. Las direcciones de las dos rectas sonb = [ 3 | yec= | —2 |. La normal del plano es perpendicular
8 0
a ambas:
3:0—-8-(-2) 16
bxc= 8:3-1-0 =1 24
1-(—2)-3-3 ~11

2. Entonces 7 : 16z + 24y — 11z =d. Con (1,2,0): d = 16 + 48 = 64. 3. 7 : 16z + 24y — 11z = 64.
d) 1. Los puntos del eje z son (0,0, z). Sustituyendo: —11z = 64, luego z = —%. 2. P = (0,0, —%).
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3 16
e) 1.Ladirecciondelarectaesd= |4] ylanormaldelplanon=| 24 |.2.d-n =48+ 96 — 22 =122,
2 —11

122 122
V294953 /27637

9

|d| = V29 n| = /256 + 576 + 121 = 1/953. 3. sinf = ~ 0,734, luego 6 ~ 47,2°.

w1

1
Resultado: a) sin solucién si k # —4; infinitas soluciones sik = —4.b) r = i +A[3].c) 16z + 24y —
8

0
11z = 64.d) P (0,0,—%). e) 6 ~ 47,2°.

EJERCICIO 142 **xx Dificil IB - P2 TZ1 Mayo 2011

Las ecuaciones de tres planos, vienen dadas por

ar+2y+z2=3

—z+ (a+1)y+32=1, a€R

—2z+y+(a+2)z=k

a) Sabiendo que a = 0, muestre que los tres planos se cortan en un punto.
b) Halle el valor de a tal que los tres planos no se corten en un punto.

c) Sabiendo que los tres planos no se cortan en un punto, encuentre el valor de k tal que los planos se corten

T 0 l
en una recta y encuentre una ecuacion de estarectaenlaforma [y | = |y | +A [ m
z 20 n

a) 1. Los tres planos se cortan en un punto cuando el determinante de la matriz de coeficientes no es cero.
Cona=0:
0 2 1
-1 1 3/=0-(2-3)—2-(-246)+1-(-1+2)=-8+1=-T7.
-2 1 2
2. Como —T7 # 0, el sistema es compatible determinado: los tres planos se cortan en un Unico punto.
b) 1. Calculamos el determinante para un valor cualquiera de a (con la CPG o0 a mano):

a 2 1
-1 a+1 3 |=(a—1)(a®+4a+7).
2 1 a+2

2. El factor a® + 4a + 7 nunca se anula (su discriminante es 16 — 28 < 0). El determinante es cero solo si a =
1, que es el valor buscado.

c) 1.Cona=1¢elsistema es:
T+ 2y+2z2=23, —z+2y+3z=1, —2z+y+3z=k.

2. Sumando las dos primeras: 4y + 4z = 4, es decir y + z = 1. 3. Restando la tercera a la segunda: z + y =
1 — k. 4. Sustituyendo z =1 —y en la primera: x + 2y + 1 —y = 3, es decir z + y = 2. 5. Para que el sistema

sea compatible hace falta1l — k = 2, o sea k = —1. Entonces el sistema se reduce a dos ecuaciones
independientes y los planos se cortan en unarecta. 6. Tomandoz = AXiy=1—-Ayz=2—-y=1+ A\
T 1 1
yl=11]1+A[-1
z 0 1
T 1 1
Resultado: a) el determinante vale —7 £ 0, se cortanenun punto;b)a=1;c)k=—-1y |y | =1 ]+ | -1
z 0 1
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Problemas de contexto

EJERCICIO 143 *%x Medio IB - P1 TZ0 Noviembre 2012

Dos barcos, Ay B, se mueven de manera que en el tiempo ¢ horas, sus vectores de posicion, en kildmetros, son
rg=(9)i+ (3—6t)jyrpg = (7—4t)i+ (7t — 6)j.

a) Encuentre las coordenadas del punto comun de las trayectorias de los dos barcos.

b) Muestre que los barcos no chocan.

2
a) 1. Latrayectoria de A tiene ecuaciones z = 9t, y = 3 — 6t. Eliminando el tiempo (t = §): y = 3 — ?m 2. La

. . 7— (7 — 25 -7
trayectoriade Btienexz =7 —4t,y =7t — 6. Cont = 2 z. y= ( 1 2) —6= Tw 3. lgualamos: 3 —
2% = 25 ; 7:6. Multiplicando por 12: 36 — 8z = 75 — 21z, luego 13z =39y = = 3. 4. Entonces y =3 — 2 = 1.

El punto comun de las trayectorias es (3,1).

1
b) 1. Elbarco A estd en (3,1) cuando 9t = 3, es decirt = 3 h (y con ese valor 3 — 6t = 1, correcto). 2. El barco

Bestaen (3,1) cuando 7 — 4t = 3, es decirt = 1 h (y con ese valor 7t — 6 = 1, correcto). 3. Pasan por el
punto de corte en instantes distintos (% hy 1 h), asi que nunca estan a la vez en el mismo lugar: no chocan.

Resultado: a) (3,1); b) A pasapor (3,1)ent=1hy Bent=1h; son tiempos distintos, por lo que los barcos
no chocan.

EJERCICIO 144 **x Medio IB - P1 TZ0 Noviembre 2022

Considere un circulo de didametro AB, donde A tiene por coordenadas (1,4,0) y B tiene por coordenadas
(-3,2,—4).

a) Halle:

(i) Las coordenadas del centro del circulo

(ii) El radio del circulo

El circulo es la base de un cono recto cuyo vértice V tiene por coordenadas (—1,—1,0).

b) Halle el volumen exacto del cono.

a) (i) 1. El centro es el punto medio de [AB]:

M- <1+§—3)’4;2’0+§—4)) (-1,3,-2).
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—4
—
(ii) 1. El didmetro mide |[AB|=|| -2 || =+/16 + 4 + 16 = 6. 2. El radio es la mitad: » = 3.
—4
0
b) 1. Como el cono es recto, la altura es la distancia del vértice V al centro M de la base: M[7 =|-4]lyh=
2

1
V0 +16 + 4 = v/20 = 2v/5. 2. El volumen del cono es §7rr2h:
1
V= g7r-32-2\/5=6\/57m42,1.

Resultado: a) i) centro (—1, 3, —2); ii) radio 3; b) V' = 6+/5 7 (unidades cubicas).
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EJERCICIO 145 **xx Dificil IB - P2 TZ1 Mayo 2012

Las coordenadas de los puntos 4, By C son (5,—2,5), (5,4,—1) y (—1,—2, —1), respectivamente.

a) Demuestre que AB = AC y que BAC = 60°.

b) Encuentre la ecuacion cartesiana de II, el plano que pasa por A, By C.

c) (i) Halle la ecuacion cartesiana de IIy, el plano perpendicular a (AB) que pasa por el punto medio de [AB].

(i) Encuentre la ecuacion cartesiana de II,, el plano perpendicular a (AC) que pasa por el punto medio de
[AC].

d) Encuentre la ecuacioén vectorial de L, la recta de interseccién de I1; y Ily, y demuestre que es
perpendicular a II.

Una molécula de metano consiste en un dtomo de carbono con cuatro atomos de hidrogeno simétricamente
colocados alrededor de él en tres dimensiones.

D

B

Las posiciones de los centros de tres de los atomos de hidrégeno son A, B y C tal como estan dadas en la
grafica. La posicidn del centro del cuarto atomo de hidrogeno es D.

e) Utilizando el hecho de que AB = AD, muestre que las coordenadas de una de las posibles posiciones del
cuarto atomo de hidrégeno es (—1,4,5).

f)  Sabiendo que D(-1,4,5), muestre que las coordenadas de G, la posicidn del centro del &tomo de carbono,
es (2,1,2).

Usando lo anterior, calcule DG A, el angulo de unién del carbono.

0 6
a) 1.4B=(6 |yaC=|0|.2.4B=0736736=6v2y AC = /36 7 01 36 = 6v2. Luego AB = AC
55 6

—
AB'R _ 36 l, por tanto BAC = 60°.

ro ucoescaarﬂfﬁ 0+0+ 36 =36 cos BAC 4B AC -3

. 6(—6) — (—6)(0) —36 1l

b) 1. Un vector normal es AB x AC = (—6)(—6)—0-(—6) | =1 36 | =36( 1 |.2.Elplanoes —z+y+
0-0— 6(—6) 36 1

z=d.ConA:d=-5-2+5=-2.3.11: —z+y+ 2+ 2=0.Comprobacion: B: -5+4—-1=-2y(C:1—

2—1=-2.

c) (i) 1. El plano II; tiene como normal H?), paralelo a (0,1,—1): y — z = d. 2. El punto medio de [AB] es M; =
(5,1,2),asiqued=1-2=-1.3.I; : y—2z+1=0.

(i) 1. Lanormal dell, es ﬁ paralelo a (1,0,1): z + z = d. 2. El punto medio de [AC] es M, = (2, —2,2), asi
qued=2+2=4.3.1Iy: —z —z+4 =0 (es decir, z + z = 4).
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d) 1 Lospuntosde L cumpleny —z=—1yx+ z=4. Tomando z =t como parametro:y=t—1,x =4 —t. 2.
Ecuacion vectorial:
4 -1
L:r=|-1]+t| 1
0 1
3. El vector director (—1,1,1) es exactamente la normal de II calculada en b). Una recta cuyo vector director
es paralelo a la normal de un plano es perpendicular a ese plano.

e) 1.1I; y II, son los planos formados por los puntos que equidistande Ay By de Ay C respectivamente, asi
que L esta formada por los puntos que equidistan de A, By C. Como AB = AC = AD y los cuatro atomos
estan colocados simétricamente, AB = BC = AC = AD = BD = CD y D equidista de A, By C, es decir,

—-1-¢
DestdaenL.2.Unpuntode LesD = (4—t,t— 1, t). Entonces ? = | ¢t+1 |.3.Imponemos AD? =
t—5
AB? =72:
26+ 12+ (t—5)°=72 = 32 —6t—45=0 = t* -2t —15=0.
4. Las soluciones sont =5yt = —3.Cont =5 se obtiene D = (—1,4,5) (ycont= -3, D = (7,—4,-3), la
posicion simétrica al otro lado del plano II). Por tanto (—1, 4, 5) es una de las posiciones posibles.

f) 1. En una molécula simétrica el centro G del carbono equidista de los cuatro atomos de hidrégeno.
Equidistar de A, By C significaestaren L: G = (4 — s, s — 1, 5). 2. Imponemos GA = GD:

GA? = (-1 —5)2 4+ (s +1)2 + (s — 5)> = 35 — 65 + 27, GD? = (5 —5)? 4 (s — 5)> + (s — 5)? = 352 — 30s + 75.
3. lgualando: —6s + 27 = —30s + 75, de donde 24s = 48 y s = 2. Entonces G = (2,1, 2). 4. Comprobacién:

i ah ac b -

GA = (3,-3,3), GB = (3,3,—-3), GC = (-3,-3,-3), GD = (—3,3,3); los cuatro tienen médulo 3v/3. 5.

: — —
Angulo de union: GD-GA=-9—-9+9=-9y \GD||Gj| = 27, luego

91— 1 .
cos DGA = o7 =73 = DGA = arccos (_5) ~ 109,5".
4
Resultado: b) II: —z+y+2+2=0;¢c)i)Il;: y—2+1=0;ii)II: —x—2+4=0;d)L: r=|-1]+
0
-1
t| 1 ]:)G=(21,2) y DGA ~ 109,5°. Quedan demostrados a), d), e) y f).
1
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EJERCICIO 146 *x*x Dificil IB - P2 TZ2 Mayo 2022

Dos aviones (A y B) tienen por vector de posicidn respecto al origen O, respectivamente

19 —6 1 4
ry = —1 +t 2 rg = 0 +t 2
1 4 12 -2

donde t representa el tiempo en minutosy 0 < ¢ < 25.

Las componentes de cada vector columna representan el desplazamiento hacia el este de O, el desplazamiento
hacia el norte de O vy la altura sobre el nivel del mar, y todas ellas se miden en kilometros.

a) Hallar la demora-expresada con tres cifras- con la que esta viajando el avién B.
b) Muestre que el avion A viaja a mayor velocidad que el avién B.

c) Halle el angulo agudo que forman las trayectorias de vuelo de los dos aviones.
Dé la respuesta en grados.

Las trayectorias de vuelo de los dos aviones se cruzan en el punto P.

d) (i) Halle las coordenadas de P.

(ii) Determine el tiempo que transcurre desde que el primer avion llega a P hasta que el segundo avion llega a
P.

Sea D(t) la distancia que hay entre el avion Ay el avion B para 0 <t < 2,5.

e) Halle el valor minimo de D(%).

a) 1. El vector velocidad de B es (4,2, —2): 4 km/min hacia el este y 2 km/min hacia el norte (la componente

vertical no influye en la demora). 2. La demora se mide desde el norte en sentido horario. El angulo
respecto al norte cumple tan 6 = eSt: = 121 = 2. 3.0 = arctan 2 ~ 63,4°. Con tres cifras, la demora es 063°.
norte
b) 1. La rapidez es el médulo del vector velocidad. Para A: |(—6,2,4)| = v/36 + 4 + 16 = v/56 = 21/14 ~ 7,48
km/min. 2. Para B: |(4,2,—2)| = /16 + 4 + 4 = /24 = 2/6 =~ 4,90 km/min. 3. Como 7,48 > 4,90, el avion A

viaja a mayor velocidad que el B.

|da - dp]
——.2.dy-dg=-24+4—-8=-28,
[daf[dp| = 94 CE Y

~ 0,7638, de donde 0 ~ 40,2°.

c) 1. El dngulo agudo entre las trayectorias cumple cosf =
28
d,l|dg| = V56424 = 1/1344. 3. cos b =
dallds| = V56121 = 1344 —
d) (i) 1. lgualamos las posiciones con tiempos distintos (¢t para Ay s para B), porque las trayectorias pueden
cruzarse sin que los aviones coincidan:
19 — 6t =1+4s, —1+ 2t = 2s, 144t =12 — 2s.

3
2" 3.

Comprobamos en latercera: 1+8 =9y 12—-3=9. Correcto. 4. P = (19— 12, —1+4,1+8) = (7,3,9).

2.Delasegunda, s =t — % Enlaprimera: 19 — 6t =1+4¢t —2,luego 10t =20yt =2, s =

(ii) 1. Elavidon Bllegaa Pens=1,5miny elavion A ent =2 min. 2. Entre ambas llegadas pasan 2 — 1,5 =

0,5 minutos.

18 — 10t
e) 1. El vector entre los aviones en el mismo instantet esry —rp = -1 .2.D(t)? = (18 — 10t)® + 1 +

6t — 11

(6t — 11)%2 = 136¢% — 492t + 446. 3. D es minima donde lo es D? (pardbola con minimo en el vértice): t =

;l% = % ~ 1,81 min, que esta dentro de 0 <t < 2,5. También se puede obtener con la CPG minimizando

123 492> 35 35
D(t).4.D? | =— ) =446 — ——— = —,luego Dy, = 1/ =— ~ 1,01 km.
®) (68) 0~ 1136 ~ 32+ 'U®9 54 ~ 10

Resultado: a) 063°; b) v4 ~ 7,48 km/min > v ~ 4,90 km/min; c) 40,2°; d) i) P(7,3,9); ii) 0,5 minutos; €) D, ~
1,01 km (para t ~ 1,81 min).
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